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Resumo
Estudamos A^-ações e ações homotópicas do ponto de vista da teoria de categorias modelo 
e então as comparamos com ações topológieas do ponto de vista da teoria de homotopia. 
Propomos também uma formalização do conceito de retificação de álgebras homotópicas 
sobre operadas e construímos duas retificações de ações homotópicas. Estas retificações 
são comparadas com a retificação de A^-ações dada em [ ], Mostramos que ações 
homotópicas são fracamente homotopieamente equivalentes à ações topológieas de espaços 
de laços em espaços de laços relativos.
Palavras-chave: Ações homotópicas, categorias mode.lo, retificações, operadas, álgebras.
Abstract
We study A ^-actions and homotopy actions from the viewpoint of model category theory 
and so we compare them  to topological actions from the viewpoint of homotopy theory. 
We also propose a formalization of the concept of rectification of homotopy algebras over 
operads and we construct two rectifications of homotopy actions. These rectifications are 
compared to the rectification of A ^-actions given in [ ], We show th a t homotopy actions 
are weakly homotopy equivalent to topological actions from loop spaces on relative loop 
spaces.
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Introdução
Ações topológieas, isto é, ações de monoides topológieos em espaços topológieos são 
abundantes e naturais em Topologia e Geometria e estão relacionadas a importantes 
construções nessas áreas via espaços de órbitas. Ações topológieas incluem a im portante 
classe de ações de grupos de Lie em variedades, bem como são ingredientes essenciais em 
librados principais,
O principal problema deste trabalho é estudar a estrutura algébrica de ações topológi­
eas do ponto de vista homotópieo em linguagem de categorias modelo. Para ta l faremos 
uso da teoria de operadas, pois álgebras sobre operadas representam diversas estruturas 
algébricas usuais. Começamos discutindo uma motivação sobre o estudo de grupos e mo­
noides topológieos eom respeito a espaços de laços, o que implicou no estudo de estruturas 
algébricas cujas propriedades valem a menos de homotopia,
Xo que segue, espaços, monoides, grupos e librados são assumidos ser objetos topo­
lógieos, Do mesmo modo aplicações significam aplicações contínuas, Homotopias são 
pontuadas apenas quando mencionado explicitamente, Xeste trabalho consideramos ape­
nas operadas não simétricas. Finalmente, por um espaço conexo entenderemos um espaço 
conexo por caminhos,
A Topologia Algébrica oeupa-se do problema de classificar espaços a menos de homeo- 
morfismo através de técnicas algébricas, e os principais métodos utilizados são dados pela 
computação de grupos de homotopia e de homologia (singular), Xesse sentido, espaços 
de laços recebem atenção especial, pois existem diversos métodos específicos de cômputo 
de grupos de homologia para essa classe de espaços (cada qual sob hipóteses adequadas): 
teoria de Morse (ef, 1431), sequência espectral de Serre (ef, |41|), produto reduzido de 
James (ef, |31|) e a construção eobar de Adams (ef, |1|), por exemplo. Temos tam bém  a 
im portante relação nn(X) =  nra-1 (G(X)) (cf, [12]),
Desde que espaços fracamente (homotopieamente) equivalentes possuem os mesmos 
grupos de homotopia e de homologia, segue da observação anterior que classificar espaços 
de laços a menos de equivalência homotópiea fraca (e.h.f.) 6  um problema relevante em 
Topolologia Algébrica,
Em 1954 Samelson (cf, [ ]) mostrou que que se G é um grupo tal que existe um
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G-fibrado principal universal com espaço base B, então existe uma e.h.f. entre G e Q(B). 
Em particular, grupos de Lie compactos são fracamente equivalentes a espaços de laços,
G G
cipal universal p  : EG ^  BG e então, em particular, todo grupo é fracamente equivalente
BG
EG G
tam bém  do trabalho de Milnor o seguinte resultado: se X tem o tipo de homotopia de 
um CW complexo contável, isto é, com uma decomposição celular contável, então existe 
um grupo Gx com o tipo de homotopia de Q(X).
Um espaço X equipado com uma multiplicação m  : X x X ^  X com unidade e é 
chamado de um H-espaço, Um clássico resultado de Adams (cf, [ ]) diz que a esfera 
com sua topologia usual, é um H-espaço se, e somente se, n  G {0,1, 3, 7}, Dizemos que 
X é homotopicamente associativo se m (m  x 1) e m(1 x m) são homotópicas. Dizemos 
que X tem  uma inversa homotópica se existe uma aplicação a : (X, e) ^  (X,e) tal que 
m(1 x a )A x e m (a  x 1 )A x são homotópicas à aplicação constante em e. Nestes casos as
e
Em 1957 Sugawara (cf, |60|) considera o problema de caracterizar H-espaços homo­
topicamente associativos possuindo uma inversa homotópica, Uma das conclusões deste 
trabalho é que tais espaços, com algumas hipóteses a mais, são fracamente equivalentes a
EG
BG
é o ponto de partida da investigação de Stasheff sobre o assunto, conforme voltaremos a 
falar adiante.
Em 1958 Dold e Lashof (cf, |13|) introduzem quasiübrações principais universais
G
consequências desse trabalho é que para qualquer monoide groulike M, existe uma e.h.f, 
entre M e U(BM), onde BM é construído similarmente ao espaço classihcante de um grupo, 
Um espaço X com uma multiplicação m  é dito ser grouplike se m  induz uma estrutura de 
grupo em n0 (X), H-espaços (e portanto monoides) conexos são grouplike (cf, [ ]), logo 
esta condição é pouco restritiva,
A construção de Dold e Lashof foi modificada por Fuchs (cf, |20|) em 1971 com respeito
M
M
a um espaço de laços,
O passo decisivo para se compreender as construções de espaços elassiüeantes e suas 
implicações dos trabalhos anteriores foi dado por Stasheff (cf, |55|) em 1961, que em sua 
tese de doutoramento investiga quais são as propriedades essenciais envolvidas em tais
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construções, Stasheff, apoiado prieipalmente nos trabalhos de Dold e Lashof (ef, |13|) e 
de Sugawara (ef, |60|), conclui que essas eontruções de espaços elassifieantes funcionam 
bem para H-espaços que cumprem a propriedade associativa generalizada a menos de 
homotopia, isto é, quaisquer duas formas de se multiplicar n elementos deve ser ligada 
por uma homotopia e o conjunto de homotopias resultante deve ser coerente em certo 
sentido.
Desse modo Stasheff introduz o conceito de A^-espaço, o qual é um H-espaço X junto 
com aplicações (^n : K  x Xn ^  X ) n > 3 que cumprem certas propriedades. Os espaços K n 
são chamados de assoaciaedros ou politopos de Stasheff e para cada n >  3  K n é um CW 
complexo de dimensão n — 2  homeomorfo a [0 , 1 ] n - 2  que codihca todas as formas de se 
associar n elementos, uma para cada 0 -célula de K n, Assim K 3 pode ser realizado como 
o intervalo [0 , 1 ] e K 4 como uma região pentagonal do plano.




A aplicação define uma homotopia entre os dois modos de se multiplicar 3 elementos, 
A aplicação induz homotopias entre os 5 modos de se multiplicar 4 elementos e ela 
concorda com ^ 3 no bordo do pentágono.
As células de K  podem ser descritas por árvores com n folhas. Em particular cada 
0-célula corresponde a uma árvore binária e assim K n possui (n-ii*! 0-células (cf, [47]), 
A única (n — 2 )-célula é representada pela n-corola,
Com respeito a espaços de laços o principal resultado do trabaho de Stasheff (cf, |56|) 
é o seguinte. Seja X uma CW complexo conexo. Então ^ ^ m a  A^-espaço se, e somente 
X
de X é dado por um quociente de J jK n + 2  x Xn cujas relações são determinadas pelas 
aplicações ^ n,
Do ponto de vista prático, os A^-espaços de Stasheff podem ser pensados como mo­
noides a menos de homotopia desde que espaços de laços são retratos por deformação 
de monoides (a saber os espaços de laços de Moore (cf, |26, 56|)), Do ponto de vista 
conceituai, a unidade estrita da multiplicação de A^-espaços sugere que estes objetos não 
são totalm ente adequados para substituirem monoides em teoria de homotopia, em algum 
sentido. Em [8 ] Boardman e Vogt introduzem uma nova abordagem para estudar asso- 
eiatividade e comutativamente a menos de homotopia via linguagem de árvores, Xesse 
caso é possível conceber estruturas similares a de A^-espaços onde a multiplicação tem 
uma unidade a menos de homotopia; chamaremos tais espaços de Wü-espaços (cf, [ ]), 
Trabalhando na categoria dos espaços eompaetamente gerados (cf, |8 , 64|), Boardman e 
Vogt mostram que qualquer W ü-espaço é um retrato por deformação forte de um mo- 
noide, W ü-espaços formam o conceito adequado de monoides a menos de homotopia num 
sentido que especificaremos para ações topológieas,
A partir daí o problema de se estudar estruturas algébricas a menos de homotopia 
se difundiu e entre os principais principais desenvolvedores dessa área podemos citar 
Boardman e Vogt (cf, |7, 8 |) e May (cf, 1391).
Em |7| Boardman e Vogt caracterizam espaços de laços infinitos estudando comuta- 
tividade a menos de homotopia via PROs e PROPs, ferramentas matemáticas definidas 
por Adams e MacLane (cf, |34|) que codificam diversas estruturas algébricas usuais.
Em |39| May dá continuidade ao estudo de espaços de laços infinitos introduzindo 
operadas, uma simplificação de PROPs que ainda codificam diversas estruturas algébricas 
importantes.
Em |8 | Boardman e Vogt consideram o problema geral de se estudar estruturas algé­
bricas homopicamente invariantes via teorias algébricas topológieas, objetos matemáticos 
ainda mais gerais que PROs e PROPs, contudo os principais resultados são dados para 
essas últimas.
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Esses problemas topológicos possuem similares algébricos, como por exemplo as A ^- 
álgebras e as L^-álgebras introduzidas por Stasheíf (cf, [ , , ]), que essencialmente
são DG-álgebras associativas (respectivamente DG-álgebras de Lie) a menos de homotopia 
de cadeias, Podemos também falar em homotopia no contexto de conjuntos simplicais 
e investigar relações neste cenário que valem a menos de homotopia, Ficou claro então 
que uma linguagem formal, generalizadora e organizadora do conceito de homotopia era 
necessária no contexto categórico.
Em 1967 Quillen (cf, |49|) introduz categorias modelo, A definição de categoria 
modelo captura com êxito as principais similaridades entre teoria de homotopia e álgebra 
homológiea, e assim desenvolve uma teoria de homotopia universal que pode ser aplicada 
em outros contextos em que alguma noção de homotopia seja relevante,
Uma estrutura modelo em uma categoria consiste de três classes distinguidas de mor- 
üsmos chamados de equivalêneias fracas, übrações e coübrações que satisfazem certos 
axiomas que capturam  propriedades essenciais da teoria de homotopia de espaços to­
pológicos, Essa estru tura permite deünir o conceito de homotopia entre flechas e por 
isso podemos extender a linguagem de classes de homotopia e equivalêneias homotópieas 
bem como falar em propiedades de levantamento e extensão de homotopias. O utra ca­
racterística im portante é a possibilidade de se construtir a categoria homotópiea de uma 
categoria modelo, deste modo temos um cenário propício e formal para falar em estruturas 
algébricas a menos de homotopia,
O estudo sistemático de propriedades homópieas de operadas e suas álgebras é devido 
a Berger e Moerdijk (cf, |4, 6 , 5|), Xessa série de trabalhos eles fornecem condições gerais 
para que a categoria de operadas sobre um cosmo V adm ita uma estrutura modelo, bem 
como as categorias de álgebras sobre operadas, Eles tam bém  extendem a W-contrução 
de Boardman e Vogt (|8 |) de modo a fornecer resoluções eofibrantes explícitas para certas 
operadas. Dessa forma Berger e Moerdijk estabelecem uma teoria de homotopia para 
operadas e álgebras, o que em particular fornece um cenário propício e formal para se dis­
cutir genericamente conceitos como álgebras a menos de homotopia e estruturas algébricas 
homotopicamente invariantes,
Se P  é uma operada em V, então Berger e Moerdijk definem uma P-álgebra a menos 




ao conceito de retificação de álgebras homotópieas e o exemplo clássico disso, como já 
vimos, é a retificação de um A^-espaço em um espaço de laços (que é homotopicamente 
equivalente a um monoide), mesmo que A^-espaços rigorosamente não sejam monoides
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a menos de homotopia dentro da definição proposta acima, pois sua operada subjacente 
não é cofibrante (isso se deduz de nossa prova que a operada de A^-ações também não é 
cofibrante). Por outro lado, os W ü-espaços de Boardman e Vogt (cf, [ ]) são monoides a 
menos de homotopia nesse sentido, pois a operada WAs é uma resolução cofibrante de As, 
Como já  mencionamos, qualquer W ü-espaço é hotopicamente equivalente a um monoide 
(cf, |8 |), sua retificação,
O conceito de retificação de P-álgebras homotópicas é mencionado na literatura sem 
formalização, contudo Berger e Moerdijk sugerem que uma retificação de uma P-álgebra 
homotópica A seja uma P-álgebra A’ fracamente equivalente a A, porém desde que A 
e A; vivem em categorias modelo distintas, uma definição precisa de retiticação se faz 
necessária,
Se considerarmos, por um momento, um A^-espaço como um monoide a menos de 
homotopia, pois ele tem  uma multiplicação (com unidade) em que a assoeiatividade ge­
neralizada vale a menos de um sistema coerente de homotopias, é natural questionarmos 
o que seria uma ação topológica a menos de homotopia; a intuição sugere que deve ser 
um A^-espaço X agindo, a menos de homotopia em algum sentido, em um espaço Y, 
Em [48], Nowlan, um aluno de Stasheíf, considera o problema de estudar quando 
fibrações são, a menos de homotopia, fibrações caminho e para isso define A^-ações de 
um monoide no espaço to tal da fibração. Em |30|, Iwase e Mimura introduzem e estudam 
A^-ações de A^-espaços em espaços.
Em [ ], Hoefel, Livernet e Stasheíf consideram A^-ações e seu relacionamento com 
espaços de laços relativos, o que é natural desde que A^-espaços são espaços de laços a 
menos de homotopia e espaços de laços agem naturalm ente em espaços de laços relativos, 
Eles mostram que se (X, Y) é uma A ^-ação com X grouplike, então (X, Y) é fracamente 
homotopieamente equivalente a uma ação topológica dada por um espaço de laços de 
Moore agindo em um espaço de laços relativos (QM(A), HM(A, B)), que chamamos, para 
fácil referência, de retificação H L S  de (X, Y),
Os autores de [26] observam que A^-ações são álgebras sobre uma certa operada 
bieolorida, porém seus resultados não utilizam linguagem de operadas e categorias modelo, 
O presente trabalho surge, então, com o problema de se estudar A^-ações via teoria de 
homotopia de operadas em linguagem de categorias modelo e verificar se os resultados de 
|26| poderiam ser simplificados ou extendidos em algum sentido, Uma resposta negativa é 
com respeito a obtenção da retificação H L S  via retificação de Berger-Moerdijk (cf, [ , ]), 
pois as técnicas de categorias modelo são muito gerais e a retificação H L S  fornece um tipo 
muito especial de ação topológica, contudo obtemos resultados razoáveis de comparação 
das referidas retificações.
Desde que A^-espaços são parte da informação de A^-ações, estas compartilham sua
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multiplicação com unidade estrita, o que, como já  observamos com respeito a A^-espaços, 
não define um conceito totalm ente adequado de ação topológica a menos de homotopia, 
Para corrigir tal defeito nós introduzimos ações homotópicas, que serão chamadas apenas 
de h-ações por simplicidade, que essencialmente são Wü-espaços agindo, a menos de 
homotopia, em espaços, Nós também mostramos que toda A ^-ação é naturalm ente uma 
h-ação, o que é intuitivo porém não imediato. Dessa forma é natural questionar se Il­
ações também admitem uma retificação H L S , e mostramos que sim. Propomos também 
uma formalização do conceito de retificação de álgebras homotópicas e construimos duas 
retificações de h-ações,
Este trabalho está organizado como segue,
No capítulo 1 desenvolvemos a teoria básica de categorias modelo. Definimos estrutu­
ras modelo, objeto e resolução cofibrante (fibrante), objeto cilindro (caminho), homotopia 
à esquerda e à direita, equivalência homotópica, a categoria homotópica de uma categoria 
modelo e adjunção e equivalência de Quillen, Também descrevemos brevemente catego­
rias modelo cofibrantemente geradas, categorias modelo monoidais e categorias modelo 
próprias,
O primeira parte do capítulo 2 desenvolve a teoria básica de operadas. Definimos ope­
radas e operadas coloridas e álgebras sobre estas, damos exemplos e discutimos algumas 
adjunções importantes entre as categorias correspondentes, A segunda parte do capítulo 2 
desenvolve a teoria de homotopia de operadas e suas álgebras em linguagem de categorias 
modelo a ser aplicada no capítulo 3,
No capítulo 3 apresentamos os resultados deste trabalho, Nós mostramos que a cate­
goria de álgebras sobre uma operada topológica qualquer admite uma estrutura modelo 
natural e formalizamos as categorias de ações topológicas, h-ações e A^-ações como ca­
tegorias de álgebras sobre operadas bieoloridas, o que nos permite estudar e comparar 
estes conceitos do ponto de vista homotópico de modo formal e preciso, via linguagem de 
categorias modelo. Mostramos que todas as categorias de ações consideradas são Quil­
len equivalentes, e portanto são homotopieamente indistintas, Nós também estudamos as 
operadas associadas a essas ações e mostramos, por exemplo, que a operada das A^-ações 
não é cofibrante, o que nos conduz a uma discussão formal do porquê h-ações são mais 
adequadas que A^-ações para representar ações topológicas do ponto de vista homotó­
pico, Em seguida, apoiados em ideias de Berger e Moerdijk (ef, |4, 5|) nós sugerimos 
uma formalização do conceito de retificação de álgebras homotópicas e construímos duas 
retificações de h-ações; essas retificação são comparadas entre si e com a retificação H LS, 
Na parte final do capítulo 3 nós mostramos que h-ações são fracamente homotopieamente 
equivalentes a pares do tipo (H(A), Q(A, B )), o que extende o resultado de [26] dado para 
A^-ações, Uma das aplicações deste resultado é, ao menos teoricamente, a computabi-
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lidado do homologia do h-ações, Por oxomplo, soguo do um caso particular do trabalho 
[ ]
oobar relativa,
Xo apêndice A apresentamos conceitos básicos de teoria de categorias a fim de estabe­
lecer notação e terminologia. Em particular fazemos uma breve exposição de categorias 
monoidais, pois são necessárias para se definir operadas e categorias modelo monoidais, 
conceitos corriqueiros deste trabalho.
Os apêndices B e C são necessários para o entendimento do capítulo 3, a menos, ó 
claro, que o leitor já  conheça a linguagem de árvores planares com raiz e folhas e a W- 
construção de |8 |, Xo apêndice B descrevemos conceitos específicos sobre árvores a fim 




Os conceitos que estruturam  este trabalho são categorias modelo, operadas (e suas 
álgebras) e a construção de Boardman-Vogt para operadas topológieas.
Neste capítulo desenvolvemos a teoria básica de categorias modelo: uma categoria 
equipada com três classes distinguidas de morfismos onde se pode desenvolver uma lin­
guagem de teoria de homotopia como uma abstração da noção clássica de homotopia para 
espaços topológicos e de homologia para complexos de cadeias.
Definiremos categorias modelo, objetos cilindro e objetos caminho a fim de introduzir 
os conceitos de homotopia à esquerda e à direita, homotopia e equivalência homotópica. 
Definiremos também objetos eofibrantes e fibrantes, resoluções eofibrantes e fibrantes, a 
categoria homotópica de uma categoria modelo e adjunções e equivalêneias de Quillen, 
Por fim apresentaremos brevemente categorias modelo eofibrantemente geradas, categorias 
modelo monoidais e categorias modelo próprias.
As referências básicas sobre categorias modelo neste trabalho são 115, 24, 28, 49|,
Seja C uma categoria. Então |C| denotará sua classe de objetos e denotará sua 
classe de flechas (ou morfismos). Se A, B e  |C|, ra tão  C(A, B) denotará o conjunto de 
todas as flechas em C com fonte A e alvo B, Neste trabalho C e D sempre denotarão 
categorias. Para mais detalhes, referimos o apêndice A,
1.1 R e tra to s  e levan tam en tos
Nesta seção discutimos conceitos como retratos de flechas, levantamentos de diagramas 
e a propriedade 2-de-3 para uma classe de flechas a fim de definir categorias modelo 
adiante.
D efin ição  1 .1.1. Sejam f ,g  e  "C\ Dizemos que f  é um retrato de g se existir um diagrama 
comutativo do tipo
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A
iB
Isto é o mesmo que dizer que f  é um retrato de g como objetos em A rr(C ), a categoria 
de flechas de C.
D efin ição  1 .1 .2 . Seja L Ç "(C. Dizemos que L é fechada por retratos se vale o seguinte: 
se f  G " ,  g G L e f  é um retrato de g, então f  G L.
D efin ição  1.1.3. Dizemos que um quadrado comutativo
A X
B Y




D efin ição  1 .1.4. Sejam i,p  G " .  Dizemos que i tem a propriedade de levantamento 
à esquerda (PLE) com respeito a p, ou, equivalentemente, que p tem a propriedade de 
levantamento à direita (PLD) com respeito a i, e neste caso escrevemos
i t  p,
se qualquer quadrado comutativo do tipo admite um levantamento.
D efin ição  1.1.5. Seja L Ç t .  Definimos a.s classes t L e Lt  como segue.
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(b ) L* := {g G " ;  / *  g p a ra  qua/quer / G L}.
D efin ição  1.1.6. Seja L Ç Dizemos que:
(a) L é fechada por composições se para quaisquer f , g G L tais qu,e g f  estó definida, 
tem-se que g f  G L;
L é fechada por isomorfismos se para quaisquer f , g G "  tais que f  G L e g e
isomorfa a f  (como objetos em A rr(C )j, tem-se que g G L;
(c) L e fechada por pushouts se para qualquer f  G L e para qualquer quadrado pushout
f
do tipo X  >■ A , tem-se qu,e f ' G L;
f '
L f G L
do tipo P 9 > A  , tem-se que f ' G L.
f' f
B l T  X
O próximo resultado será usado para derivar importantes propriedades em categorias 
modelo.
P ro p o s iç ã o  1.1.7. Seja L Ç Então:
(a) *L e L* contêm todos os isomorfismos em C; em particular contêm todas as identi­
dades em C;
(b ) *L e L* são fechadas por composições;
(c) *L e L* são fechadas por retratos;
(d ) *L e L* são fechadas por isomorfismos;
(e) *L é fechada por pushouts eL *  é fechada por pullbacks.
Demonstração. Mostraremos os resultados para *L, pois o caso L* é similar ou dual (no 
item (e)),
(a) Sejam 7  : A "  B um isomorfism o e m ^  / : X "  Y G L e  um quadrado comutativo
A X
Y l
B — —► Y
9
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É imediato verificar que h :=  f j - 1 é um levantamento do quadrado acima. Portanto 
Y G ^L,
(b ) Sejam f  : A "  B ,g :B  "  C G  ̂L, l : X "  Y G L e um quadrado comutativo
Como f  G ^L, existe h : B "  X G " t a l  que h f  =  r e Ih =  sg. A última igualdade 
induz o quadrado comutativo
B
C
Como g G ^L, existe k : C "  X G "  tal que kg =  h e lk  =  s. Finalmente, 
k ( g f ) =  h f  =  r, daí k é um levantamento do primeiro quadrado e g f  G ^L,




Fixemos um diagrama comutativo como abaixo,
1a
A — ^  A
f g'V ->|V f
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Os diagramas anteriores induzem o quadrado comutativo
X W
Y Z
Como g e  ^L, existe h : Y ^  W e  tal que hg =  w r e lh  =  z s  Deünindo k := h j : 
B ^  W , segue que k f  =  h j f  =  hgi =  w ri =  w1A =  w e lk =  lh j =  z s j =  z 1B =  z, daí k 
é levantamento do primeiro diagrama e então f  e  ^L,
(d) Segue do fato que toda classe fechada por retratos também é fechada por isomor- 
üsmos, pois todo isomorüsmo é uma retração,
A X





Os dois diagramas anteriores induzem o quadrado comutativo
A
B sb
Desde que f  e  ^L, existe h : B ^  W e  tf  tal que h f  =  ra  (1) e lh  =  sb (2), De (1) 
segue da propriedade universal do pushout que existe k : Y ^  W e  tf  tal que kg =  r  (3) 
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Desde que lra  =  sb f  por um dos quadrados comutativos anteriores, mostraremos que 
o diagrama abaixo comuta, donde se concluirá pela propriedade universal do pushout que 
lk  =  b (5).
A
Por um dos quadrados comutativos anteriores temos que sg =  lr. Por (3): (lk)g  =  
l(kg) =  lr. Por (4) e (2): (lk)b =  l(kb) =  lh  =  sb. Segue de (3) e (5) que k é um 
levantamento do segundo quadrado eomutivo apresentado, logo g G ^L,
□
D efin ição  1.1.8. Seja L Ç Dizemos que L tem a propriedade 2-de-3 se para quaisquer 
f , g ,h  G "  tais que h =  g f  vale o seguinte: se duas das três flechas f , g e h  pertencem  
L
1.2 E s tru tu ra s  m odelo
Nesta seção definimos categorias modelo: uma categoria com limites e eolimites equi­
pada com três classes distinguidas de flechas que nos permitirão definir o conceito categó­
rico de homotopia adiante. Definimos também algumas construções de categorias modelo 
a partir de outras.
D efin ição  1 .2.1. Sejam  W , K, F  Ç Dizemos que o terno (W , K, F ) e uma estrutura 
C
C
W  tem a propriedade 2-de-3;
W , K F  são fechadas por retratos;
(E M 4)
(a) i iti p para quaisquer i G K e p  g F C i W ;
(b ) j  t  q para quaisquer j  g K R W  e q g F ;
(E M 5) para qualquer f  G
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(a) existem i G K e p G J R W  &  modo gwe f  =  p i;
(b ) existem  j  g K R W  e q  G F  de modo que f  =  qj.
D efin ição  1 .2 .2 . f/ma categoria 'modelo é um par (C, (W , K, F )), onde (W , K, F ) e uma 
estrutura modelo em C. As flechas em W , K, F ,  K n W e F n W  são chamadas, nesta 
ordem, de equivalências fracas, cofihrações, fihrações, cofihrações acíclicas e fibrações ací- 
clicas.
C
modelo e consideraremos su,a estrutura modelo subentendida.
C
C "C 
A partir de agora M  denotará uma categoria modelo com estrutura modelo (W , K, F ), 
A categoria dual M op de M  possui uma estru tura modelo (W op, Kop, F op) definida 
como segue:
• W 0̂  := f  : A "  B G M " ; f  : B "  A G W};
• Kop :=  { f op : A "  B G M " ;  f  : B "  A G F };
• F op :=  { f op : A "  B G M " ;  f  : B "  A G K}.
Pelo motivo acima todo argumento envolvendo eofibrações e eolimites possui um ar­
gumento dual envolvendo fibrações e limites.
Seja I um conjunto não vazio e para cada i G I seja M j um categoria modelo com 
estru tura modelo (W j,K j,Fj), Então a categoria produto H iM j  possui uma estrutura 
modelo (WI, KI, F I) de maneira natural: (f j)I é uma equivalência fraca se f j for
M j i G I
de modo análogo.
1.3 E xem plos de ca tego rias m odelo
Nesta seção apresentamos alguns exemplos de estruturas modelo em categorias usuais. 
No que segue R denota uma anel (associativo) comutativo com unidade.
Sejam Top a categoria dos espaços topológieos, sSet a categoria dos conjuntos simpliei- 
ais, Cat a categoria das categorias pequenas, ChR a categoria dos R-complexos de cadeias, 
Ch+ a categoria dos R-eomplexos de cadeias limitados inferiormente (Xp =  0 ,p  <  1) e 
cCh+ a categoria dos R-eomplexos de eoeadeias limitados inferiormente.
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E x em p lo  1.3.1. Top possui duas estruturas modelo principais: a de QuiUen (Wq, Kq, F q) 
(cf. [ , , , ]) e a de Hurewicz (ou de S trfim) (Wh, Kh, F h) (cf. [ ]), definidas
como segue:
• W q := { f  e  Top; f  é uma equivalência homotópica fraca} ;
• F q :=  { f  e  Top; f  é uma fihração de Serre};
• Kq :=  ^(Wq n F q )/
• Wh :=  { f  e  Top; f  é uma equivalência homotópica};
• := { f  e  Top; f  e «ma fihração de Hurewicz};
• Kh := { f  e  Top; f  e «ma cofibração de Hurewicz fechada}.
As flechas em Kq serão chamadas de cofibrações de Quillen para fácil referência. As 
cofibrações de Quillen são caracterizadas como retratos de extensões celulares de inclusões 
de esferas em discos, conforme seção sobre categorias modelo eofibrantemente geradas 
adiante.
Top também tem  uma estrutura modelo (Wm, Km, F m) (cf. [ ]), chamada de mista 
ou de Cole, em que W m :=  Wq e F m :=
X
contínua f  : C o  X definida em um espaço de Hausdorff com pacto tem-se f  (C) é fechado 
X
X k
se sua topologia é a topologia final com respeito à classe { f  : C o  X e  Top; C é um espaço
} X  
com sua família de subespaços compactos (cf. |57|), Estas duas definições são equivalentes 
para espaços topológicos fracamente de Hausdorff (cf. |58|).
A estrutura modelo de Quillen pode ser restrita (cf. |25|) às seguintes subcategorias 
(plenas) de T op  top (espaços topológicos compactamente gerados), W Htop (espaços 
topológicos fracamente de Hausdorff compactamente gerados) e Htop (espaços topológicos 
de Hausdorff compactamente gerados). Para condições gerais onde estruturas modelo 
podem ser restritas a subcategorias referimos |2 2 |,
E x em p lo  1 .3.2. A estrutura modelo de Quillen (ou de Kan) (sW , s K ,s F ) em sSet (cf. 
/ 2 f , 28, 491) é definida como segue:
• sW  := { f  : A o  B e  sSet; a realização geométrica | f |  : |A| o  |B| e  Top é uma
}
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sK :=  { f  : A 1  B e  sf-̂ et; f n é injetiva para todo n  >  0};
• s F  := { f  e  Top; f  é uma fibração de Kan, isto é, f  possui a PLD com respeito às
inclusões de chifres A[n, k] 1  A[n], para quaisquer n > 0 e 0 <  k <  n  }.
As categorias pontuadas Top* e sSet* possuem estruturas modelo similares às acima.
E x em p lo  1 .3.3. A estrutura modelo canônica (WCat, KCat, F Cat) em Cat (cf. [ ]) é 
definida como segue:
• W Cat := {F e  Cat; F é uma equivalência de categorias};
• F Cat :=  {F e  Cat; F é uma isofibração};
• KCat :=  {F e  Cat; F é uma isocofibração (um funtor injetivo nos objetos)}.
Essa estrutura modelo é chamada de canônica porque ocorre algo peculiar: essa é a 
única estru tura modelo em Cat em que as equivalências fracas são as equivalências de 
categorias (assumindo-se o axioma da escolha),
A estrutura modelo canônica de Cat pode ser restrita à sua subcategoria plena dos 
grupoides (pequenos) Grpd (cf, [ ]), chamada de estrutura modelo de Anderson em Grpd, 
Cat possui outra estrutura modelo, chamada de estrutura modelo de Thomason (cf, [ ]), 
cujas equivalências fracas são relacionadas a ^-grupoides. Para mais detalhes referimos 
|61|.
E x em p lo  1 .3.4. A estrutura modelo projetiva (W prj , Kprj , F prj ) em ChR (cf. ( ]) é 
definida como segue:
W prj := { f  =  ( fp) e  ChR; f  é um quasi-isomorfismo};
->•
• Fprj :=  { f  =  (fp) e  ChR; f p é um epimorfismo para todo p  e  Z};
• fc ■ := &'(T  • n w •)• Kprj ' \J prj 11 y vprj) •
E x em p lo  1 .3.5. A estrutura modelo projetiva (W prj , Kprj , Fprj ) em Ch+ (cf. f  D é 
definida como segue:
W prj := { f  =  (fp) e  Ch++; f  é um quasi-isomo rfismo};
Fprj :=  { f  =  (fp) e  CI1++; f p é um epimorfismo pa ra todo p  >  1 };
Kprj :=  { f  =  (fp) e  Ch+; f p é um monomorfismo e cokerfp é um R-módulo projetivo
p  >  0 }
Capítulo 1. Categorias Modelo 28
Ch+ também tem uma estrutura modelo em que as equivalências fracas são as equi- 
valêneias homotópieas de cadeias (cf, |1 1 |),
E x em p lo  1.3.6. A estrutura modelo injetiva ) em cCh+ é definida como
segue:
:=  { f  =  (fp) G cCh+; f  é um quasi-isomorfismo};
• :=  { /  =  (fp) G - C ; fp é um monomorfismo para todo p  >  1};
• := { /  =  (fp) G cCh+; fp é um epimorfismo e k e r /p é um R-módulo injetivo para
todo p >  0 }.
Esta estrutura modelo é obtida por dualização da estrutura modelo projetiva de Ch+, 
O resultado abaixo, conhecido como o argumento do retrato na literatura, permite 
caracterizar as classes K, K f lW , F e F f l W  via propriedades de levantamento, o que 
por sua vez revela diversas propriedades úteis de tais classes, como veremos nos corolários 
que seguirão.
P ro p o s iç ã o  1.3.7 (O argumento do retrato). Sejam  f ,p , i G M  tais qu,e f  =  pi.
(a) Se f  iti p, então f  é um retrato de i;
(b ) i t  f
Demonstração. Vamos mostrar o item (a), a prova do item (b) é similar.
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□
Proposição 1.3.8. Seja f  e  M . Então:
(a) f  e  K  se, e somente se, f  t  g para qualquer g e F n  W ;
(b ) f  e  K n  W  se, e somente se, f  t  g para qualquer g e  F ;
(c) f  e  F  se, e somente se, g t  f  para qualquer g e  K n  W ;
(d ) f  e  F  n  W  se, e somente se, g t  f  para qualquer g e  K.
Demonstração. Vamos m ostrar o item (e), pois as demais provas são similares. Uma 
implicação segue de (EM4)(b),
Suponhamos então que g t  f  para qualquer g e  K n  W . Por (EM5)(b), existem 
i : A o  X e  K n  W  e p  : X o  B e  F  (para alg um X e  |M |)  tais q ue f  =  pi.
Como i e  K n  W , segue da hipótese que i t  f .  Finalmente segue do argumento do 
retrato que f  é um retrato de p, e desde que p e  F ,  o resultado segue de (EM3),
□
Corolário 1.3.9. K t  =  F  n  W , (K n  W )t  =  F ,  t F  =  K n  W  e t ( F  n  W ) =  K. 
Corolário 1.3.10. d s  classes W ,  K  K n  W , F  e F  n W
em M  (e em particular todas as identidades em M J  e são fechadas por: composições, 
retratos e isomorfismos. d s  classes K e K n  W  são fechadas por pushouts. d s  classes F  
F n  W
Demonstração. O resultado segue do corolário anterior e da Proposição 1.1.7, exceto para 
W . W  contém todos os isomorfismos em M  porque K n  W  os contém. W  é fechada 
por composições e por retratos por definição ((EM2) e (EM3)), Finalmente, toda classe 
fechada por retratos também é fechada por isomorfismos. □
Corolário 1.3.11. Em qualquer estrutura modelo (W , K, F ), quaisquer duas classes de­
terminam a terceira no seguinte sentido:
(a) K =  t ( F n  W );
(b ) F  =  (K n  W )t ;
(c) f  e  W  se, e somente se, existem  i e  t F  e p e  K t  tais que f  =  pi.
Demonstração. Só precisamos verificar (c). Suponhamos que existem i e  t F  e p e  K t  
tais que f  =  p i  Desde que t  F  =  K n  W  e K  =  F n  W , seque de (EM2) que f  e  W .
f  e  W  i e  K
p e  F  n  W  tais que f  =  pi. Segue de (EM2 ) que i e  K n  W  e ra tão  i e  t F  e p e  K t . □
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1.4 O bje tos cofibran tes e o b je to s  fib ran tes
Xesta seção definimos os importantes conceitos de objetos cofibrantes e objetos fibran­
tes em uma categoria modelo. Muitos dos resultados importantes da teoria de categorias 
modelo estão relacionados a essas classes de objetos, o que ficará claro nos resultados e 
definições que virão.
D efin ição  1 .4.1. Seja A G |M |. Fixemos um objeto inicial 0 e um objeto final 1 em M . 
A
(a) cofibrante se 0 ^  A G K;
(b) fibrante se A  ^  1  g F ;
(c) bifibrante se for cofibrante. e. fibrante.
É fácil verificar que a definição acima não depende dos objetos inicial e final dados. 
Seguem exemplos de objetos cofibrantes e objetos fibrantes em categorias modelo usuais. 
Os exemplos não referenciados seguem das definições das estruturas modelo por inspeção 
direta.
E x em p lo  1.4.2.
(a) em (Top, Wh, Kh, F h) todos os objetos são bifibrantes;
(b ) em  (Top, , Kq, F q) todos os objetos são fibrantes, enquanto que a classe dos objetos
cofibrantes contêm os retratos de CW -complexos (cf. [ , , ]);
(c) em (Top, Wm, Km, F m) todos os objetos são fibrantes, enquanto que os objetos cofi­
brantes, chamados de espaços m-cofibrantes, são precisamente os espaços homoto-
CW
(c) em  sSet (com a estrutura modelo de Quillen) todos os objetos são cofibrantes, en­
quanto que os objetos fibrantes são os complexos de Kan (cf. /2f ,  29/);
(d ) em  Cat (com a estrutura modelo canônica) todos os objetos são bifibrantes;
(e) em (ChR, Wprj , Kprj , F prj ) todos os objetos são fibrantes;
(f) em (Ch+, Wprj , Kprj , F prj ) todos os objetos são fibrantes, enquanto que os objetos
cofibrantes são os complexos de cadeias formados por R-módulos projetivos;
(g) em  (cCh+, , Kinj , F inj ) todos os objetos são cofibrantes, enquanto que os objetos
R
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1.5 O bje tos cilindro  e o b je to s cam inho
Um objeto cilindro é uma abstração do cilindro [0,1] x A de um espaços topológico A, 
usado para definir o conceito usual de homotopia entre aplicações contínuas, Dualmente, 
um objeto caminho é uma abstração do espaço de caminhos B [0,1] de um espaço topológico 
B Top
|12|), Seguem as definições e principais resultados destes conceitos.
Definição 1.5.1. Seja A e  |M |. Um objeto cilindro (para A ) é uma quádrupla
A := ( ( A U  A, a 0, a 1), A , i ,p )
onde:
(A A , a 0, a 1) é um coproduto de A e A ;
(b) A e  |M |;
(c) i : A U  A 1  A e  M ;
(d) p  : A 1  A e  W ;
e pi =  1 a  U  1 a-
Definimos também i0 :=  ia 0 e i 1 :=  ia 1.
Observação 1.5.2. Consideremos a notação acima. Notemos que p i0 =  1A =  p i1.
Definição 1.5.3. Sejam  A e  |M | e A =  ((A JJ A ,a 0 , a 1 ), A , i ,p) um objeto cilindro. 
Dizemos que A é um:
(a) objeto cilindro bom se i e  K;
(b) objeto cilindro muito bom se i e  K e p  e F f l  W .
Observação 1.5.4. Seja A e  |M |. Então ^m objeto cilindro mui to bom para A,
De fato, basta  aplicar (EM5)(a) em 1A 1A,
Lema 1.5.5. Sejam  A e  |M | e A :=  ((A A, a 0, a 1), A , i ,p) um objeto cilindro. Então 
i0 , i 1 : A 1  A  são equivalência fracas.
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Demonstração. Segue diretamente de p i0 =  1a =  p ii e de (EM2), pois p G W  e 1A G 
W . □
Lema 1.5.6. Sejam  A G |M | e A := ((A Jj A ,a 0 , a 1), A , i,p ) um objeto cilindro. Se A e 
cofibrante e A  é um objeto cilindro bom, então i0 , i 1 : A ^  .A são cofibrações acíclicas.
Demonstração. Basta verificarmos que i0 é uma eofibração, O coproduto (A£J A ,a 0 , a 1) 
determ ina o quadrado pushout abaixo (para um objeto inicial 0 G |C|)
0  > A
ai
A
Desde que A é cofibrante e K é fechada por pushouts segue que a 0 G ^ ^ m o  i G K 
por hipótese e i0 =  ia 0 , obtemos i0 G K (composição de cofibrações). □
D efin ição  1.5.7. Seja B G |M |. Um objeto caminho (para B) é uma quádrupla
B :=  ((B E [B ,n o ,n i^  B , j ,q)
onde:
(a) (B B, n 0 , n 1) é um produto de B e B;
(b ) B g |M |;
(c) j  : B ^  B g W ;
(d ) q : B ^  B U  B G M ;
e qj  =  1 b I I  1 b-
Definimos também q0 := noq e qi := nqq 
B 1b n  ib B
O b se rv ação  1 .5.8. Consideremos a notação acima. Notemos que q0j  =  1B =  q1j-
D efin ição  1 .5.9. Sejam  B G |M | e B =  ((BJ([ B ,n 0 ,n 1), B ,j,q )  um objeto caminho. 
Dizemos que B é um:
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(a) objeto caminho bom se q G F ;
(b ) objeto caminho 'muito bom se j  G K C W  e q G F .
O b se rv ação  1.5 .10. Seja B G |M |. Então existe um objeto caminho muito bom para 
B, De fato, basta aplicar (EM5)(b) em 1B I I  1b -
1.6 H om otop ia  à  esq u erd a  e h o m otop ia  à  d ire ita
Nesta seção finalmente definimos o conceito de homotopia em categorias modelo. De­
vido a generalidade de uma categoria modelo, é necessário definir dois conceitos de ho­
motopia: homotopia à esquerda e homotopia à direita. Veremos que sob certas hipóteses 
estes conceitos são equivalentes. Seguem as definições e os prineiais resultados destes 
conceitos.
D efin ição  1 .6.1. Sejam f , g  : A ^  B G M . Dizemos que f  é homotópica a g à esquerda, 
e escrevemos f  ~ e g, se existirem um objeto cilindro A =  ((A A, a 0, a \ ), A, i , p)  e 
H : A  ^  B G M  de 'modo que
ou, equivalentemente,
Hi =  f  U  g,
Hio =  f  e H ii =  g.
f
B
Neste caso dizemos que H é uma homotopia à esquerda entre f  e g com respeito a A. 
Também dizemos que H é uma homotopia à esquerda boa ou, 'muito boa se o objeto cilindro 
associado for bom ou 'muito bom, respectivamente.
O b serv ação  1 .6 .2 . Consideremos a notação acima. Se f  ~ e g, então f  e  W  se, e 
■somente se, g e  W.
De fato, suponhamos que f  e  W  e lembremos qu,e i0, i 1 e  W . Segue então de Hi0 =  f  
e (EM2) que H e  W . Agora segue de H i1 =  g e (EM2) que g e  W . A recíproca é análoga.
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D efin ição  1 .6.3. Sejam  f , g : A — B G M . Dizemos que f  é homotópica a g à direita, 
e escrevemos f  ~ d g, se existirem um objeto caminho B =  ((B B, n0, n 1), B ,j,q )  e 
H : A — B G M  de 'modo que
íH  =  f  n  g.
ou, equivalentemente,
qoH =  f  e qiH =  g.
f
Neste caso dizemos que H e uma homotopia à direita entre f  e g com respeito a B. 
H
associado for bom ou 'muito bom, respectivamente.
O b serv ação  1.6.4. Consideremos a notação acima. Como no caso de homotopia à 
esquerda, se mostra que se f  ~ d g, então f  G W  se, e -somente se, g G W .
Duas aplicações contínuas homotópieas no sentido usual são homópieas tanto à es­
querda quanto à direita com respeito a estrutura modelo de Hurewiez, Desde que equiva- 
lências homotópieas são equivalêneias homotópieas fracas, essa mesma afirmação também
Top
que segue.
De fato, sejam f, g : A — B G Top homotópieas, no sentido usual, com respeito a 
H : A x [0,1] — B G Top. Seja B [0,1] o espaço de caminhos em B (com a topologia 
eompaeto-aberta, como usual) e sejam as aplicações
io, ii : A —— A x [0,1]
io(a) := (a, 0 ) 
ii(a) := (a, 1 ) 
p : A x [0,1] — A 
p(a, t) :=  a
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eo,ei : B [0’1] ^  B 
eo(Y) :=  Y(0 ) 
ei(Y) :=  Y(1) 
j  : B ^  B[0’1] 
j(b) :=  constanteb.
Desde que p e e0 são retrações por deformação (pi0 =  1, iop ~  1  e0j  =  1  j e 0 ~  1), 
P (io U  i i ) =  1 U  1 e (e ^  e i) j =  1 f ]  1  segue que A x [0,1] define um objeto cilindro para 
A e B [0,1] define um objeto caminho para B,
Desde que Hi0 =  /  e H i1 =  g, segue que /  e g são homotópieas à esquerda. Finalmente,
O restante desta seção é destinado a apresentar vários resultados sobre homotopia à 
esquerda e à direita. Estes resultados serão aplicados na construção da categoria homo- 
tópiea de uma categoria modelo.
L em a  1 .6.5. Sejam  / , g : A ^  B e  M . Se /  ~ e g, então existe uma homotopia à 
esquerda boa entre f  e g.
Demonstração. Seja H : A ^  B uma homotopia à esquerda entre /  e g com respeito, 
digamos, ao objeto cilindro t i  =  ( ( ^ A , a 0 , a 1), t i , i,p).
Por (EM5)(a) existem j  : A £ j A ^  A' e  K e q : A' ^  A e  J n W  (para algum 
A' e  |M |)  tais que i =  qj.
Definamos p' := pq, A' := ( ( ^ A , a 0 , a 1), A ',j ,p ')  e notemos que A' é um objeto 
cilindro bom, pois j  e  K, p' e  W  (composição de equivalências fracas) e p 'j  =  pqj =  pi =
e concluímos que H' é uma homotopia à esquerda boa entre /  e g com respeito a A', □
segue da bem conhecida adjunção — x [0,1] H (—) [0,1] que H induz uma aplicação contínua 
H' : A ^  B [0,1] tal que e0 H' =  /  e e1H' =  g e daí /  e g tam bém  são homotópieas à direita.
B
1 a U  1 a-
H' := Hq
H'j  =  Hqj =  Hi =  /  g
Capítulo 1. Categorias Modelo 36
L em a  1 .6.6. Sejam  f , g : A ^  B e  M . A e f  ~ e g e B e  fibrante, então existe uma 
homotopia à esquerda 'muito boa entre f  e g.
Demonstração. Seja H : A ^  B uma homotopia à esquerda boa entre f  e g com respeito, 
digamos, ao objeto cilindro bom A =  ( ( ^ A , a 0 ,a i ) ,  A , i,p).
Por (EM5)(a) existem j  : A ^  A' e  K e q : A' ^  A e  alg um A' e  |M |)
tais que p  =  qj (1 ).
Segue de (1) e de (EM2) que j  e  W  e então j  e  K n  W  (2), Por (2) e por B ser 
fibrante segue de (EM4)(b) que existe H' : A' ^  B tal que H 'j =  H (3).
jeKnw eF
Definamos i' :=  j i ,  A' :=  ( (A £ J A ,a 0 , a 1), A', i', q) e notemos que A' é um objeto 
cilindro muito bom, pois i' e  K (composição de eofibrações), q e  J  n  W  e qi' =  q ji =  
pi =  1 a U  1 a-
Por fim, como H 'i' =  H 'ji = (3) Hi =  f  ]J  g, H'
muito boa entre f  e g com respeito a A'. □
L em a  1.6.7. Sejam  A, B e  |M |. A relação binária ~ e definida em M (A , B) e reflexiva 
e simétrica.
Demonstração. Seja f  : A ^  B e  M . Para a reflexividade, fixemos um eoproduto 
(A A, a 0 , aq) de A e A (EM1) e definamos A := ((A A, a 0 , a 1), A, 1 a 1 a , 1 a ).
É imediato que A é um objeto cilindro e definindo H :=  f , segue que
H (1 a U  1 a) =  f  ( 1 a U  1 a) =  ( f  1 a) U ( f  1 a) =  f  U  f
isto é, H é uma homotopia à esquerda entre f  e f  com respeit o a A. Logo f  ~ e f .
Para a simetria, sejam f , g : A ^  B e  M  tais que f  ~ e g. Seja H : .A ^  B 
uma homotopia à esquerda entre f  e g com respeito, digamos, ao objeto cilindro A :=
((A A , a 0 , a 1), A , i,p).
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Definamos i' := i i U i) ,  A' :=  ((A U  A ,a 1, a 0), A , i',p ) e notemos que A' é um objeto 
cilindro, pois
pi' =  p (ii U  io) =  (pii) U(pio) =  1a U  1a -
Segue que
Hi' =  H (ii U  io) =  (Hi i ) U (H io) =  g U  /
e então H é uma homotopia à esquerda entre g e /  com respeito a A', Logo g ~ e / ,  □
L em a  1.6.8. Sejam  A, B e  |M |. <5e A e cofibrante, então a relação binária ~ e definida 
em M (A , B) e ama relação de equivalência.
Demonstração. Basta mostrarmos a propriedade transitiva da relação binária ~ e, Sejam 
/ ,  g, h : A ^  B e  M  tais que /  ~ e g e g ~ e h.
Seja H : A ^  B uma homotopia à esquerda entre /  e g com respeito, digamos, ao
objeto cilindro A :=  ((A U  A, a 0, a i ), A , i,p).
Seja H' : A' ^  B uma homotopia E sq u e rd a  boa entre g e h com respeito, digamos, 
ao objeto cilindro bom A' := ((A U ' A, a0, a i  ), A  j , 9)-
A A'
j 0 e K n W  (1) pelo Lema 1.5.6.
Definimos o objeto A'' e as flechas r 0 e r i através do pushout de j 0 e i i . Segue de (1) 
que r0 e  K n  W  (2), pois K n W é  fechada por pushouts.
Desde que qj0 =  1a =  p i i; segue da propriedade universal do pushout que existe
v : A'' ^  A tal que v r0 =  p (3) e v r i =  q (4).
A
Segue de (2), (3) e (EM2) que v e  W  (5), Definamos u :=  (r0 i0) n ( r ij i ) (com respeito 
(A A ,a 0 , a i )) e notemos que por (3) e (4):
vu =  v ((roio ^ (r i j i )) =  (vroiô  £J(v rigi) =  (Piô  U (qj i ) =  U  U  1a (6 ).
Capítulo 1. Categorias Modelo 38
Segue de (5) e (6 ) que A" •= ( ( ^ A , a 0 , a 1), A/;,m,v) é um objeto cilindro.
Desde que H i1 =  g =  H/j 0, segue de novo da propriedade universal do pushout que 
existe H// • A// .  B tal que H "r0 =  H (7) e H//r 1 =  H/ (8),
Finalmente, segue de (7) e (8 ) que
H//u =  H"((roio) U ( r 1j 1 )) =  (H//roio) U (H //r U 1) =  (Hio) H ( H j 1 ) =  f  H  h. 
Portanto H// é uma homotopia à esquerda entre f  e h com respeito a A//, □
D efin ição  1 .6.9. Sejam  A, B G |M |. Denotamos por [A, B]e o conjunto quociente de 
M (A , B) pela relação de equivalência gerada pela relação binária ~ e. Se f  G M (A , B), 
então a classe de equivalência de f  é denotada por [f]e e chamada de classe de homotopia 
à esquerda de f.
O b serv ação  1.6 .10. Segue dos resultados anteriores que se A é cofibrante, então [A, B]e =  
M (A , B )/ ~ e. Logo, se f , g G M (A , B), então [f]e =  [g]e se, e somente se, f  ~ e g.
L em a  1.6 .11. Sejam  f , g •A  .  B G M  tais que f  ~ e g e h •B  .  C G M . Então 
( h f ) ~ e (hg).
Demonstração. Seja H • A .  B uma homotopia à esquerda entre f  e g com respeito, 
digamos, ao objeto cilindro t i  •= ( ( ^ A , a 0 , a 1), A , i,p).
Definamos H/ •= hH, Segue que H/i =  hHi =  h ( f  H  g) =  ( h f ) H(hg)-
Logo H/ é uma homotopia à esquerda entre h f  e hg com respeito a A, □
L em a  1.6 .12. Fixemos p  • X .  Y G F  C W  em M . S  e A  G |M | é cofibrante, então a 
aplicação
p* • [A, X]e .  [A, Y]e
[f]e .  [pf]e
é u,ma bijeção.
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Demonstração. Sejam f , g : A d  B e  M  tais que [f]e =  [ g j ^ ^ m o  A é eofibrante, então 
f  ~ e g, Agora segue do Lema anterior que (p f) ~ e (pg), isto é, [pf ]e =  [pg]e. Por isso p* 
está bem definida.
Seja g : A d  Y e  Md. Desde que por hipótese A é eofibrante e p e  F R  W , segue de 
(EM4)(a) que existe um levantamento, digamos f  : A d  X e M ,do  quadrado comutativo 
abaixo. Logo p*([f]e) =  [pf]e =  [g]e e segue que p* é sobrejetiva.
0 X
peFnw
Sejam f , g : A d  X e  Md tais que p*([f]e) =  p*([g]e)  ou seja, (p f ) (pg)-
Seja H : A d  Y uma homotopia à esquerda boa entre (p f) e (pg) com respeito, 
digamos, ao objeto cilindro bom A =  ((A U  A, a 0, a ^ ,  A ,j,q ).
Desde que H j =  (p f ) ]j(pg) =  p ( f  U  g )  j  e  K e p e F R  W , segue de (EM4)(a) que 
existe um levantamento, digamos H' : A d  X, do quadrado comutativo abaixo,
A JJA  X
pGFnW
A - ^  Y
Então H 'j =  f  U  g e por is so H' é uma homotopia à esquerda entre f  e g com respeito 
a A, Logo [f ]e =  [g]e e ra tão  p* é injetiva, □
L em a  1.6.13. Sejam h :X  d  A e  M  e f , g :A  d  B e  Md. Se B e fibrante e f  ~ e g, 
então (fh ) (gh)
B
H : A d  B entre f  e g com respeito, digamos, ao objeto cilindro muito bom A =  
((A U  A, a 0, a i) , A , i,p).
Seja X =  ((X II  X, a0, a i) ,  X , j ,  q) um objeto cilindro bom para X,
Desde que j  e  K, p e F R W e
pi(h  © h) =  (1 a U  U )(h  0  h) =  (lAh) U (U h )  =  h U  h =  (h lx ) U (h1x) =  h ( 1 x U  lx ) =
hq©
segue de (EM4) (a) que existe um levantamento, digamos l : X d  A, do diagrama comu­
tativo abaixo.
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Definamos H' := Hl e notemos que
H'j  =  H j  =  H i(h © h) =  ( /  U  g)(h © h) =  ( /h )  U (gh )
isto é, H' é uma homotopia à esquerda entre / h  e gh com respeito a X. □
Precisamos do lema abaixo para provar o resultado que se seguirá, A demonstração 
será omitida.
L em a  1.6.14. Seja S um conjunto e .seja ~  uma relação binária reflexiva e simétrica em
S. Sej a ~  a relação de equivalência gerada por Para quais quer a ,b  G S de modo qu,e
a ~  b, existe s G S tal qu,e a ~  s e s ~  b.
L em a  1.6.15. Sejam  A, B, C G |M |. Se C é fibrante, então a composição induz uma
aplicação
[A, B]e x [B, C]e ^  [A, C]e 
( [ /]e, [g]e) ^  [gf]e
q h
Demonstração. Seja «  a relação de equivalência gerada pela relação binária (reflexiva e 
simétrica)
Desde que C é fibrante, segue dos resultados anteriores que a relação de homotopia à 
esquerda é estável por composição tanto à esquerda quanto à direita.
Vamos m ostrar que a aplicação acima está bem definida.
Sejam / ,  / '  G M (A , B) e g, g' G M (B , C) tais que /  «  / '  e g «  g', Sejam u G M (A , B)
e v G M (B , C) tais que /  ~ e u, u ~ e / ' ,  g ~ e k v  ~ e g' (pelo lema anterior). Segue-se:
/  ~ e u, u ~ e / ' ,  g ~ e v, v ~ e g' ^
^  (g/ )  - e (gu )  (gu) - e (g/ 0 , (g/ ' ) - e ( v / 0  e ( v / ' ) ~ e (g '/ ' ) ^
^  (g/ )  ~  (gu )  (gu) ~  (g/ 0 , (g/ ' ) ~  ( v / 0  e ( v / ' ) ~  (g '/ ' ) ^
^  (g/ )  ~  (g '/ ' ) ^
^  [g/]e =  [g '/']e-
□
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Os resultados que encerram esta seção são os correspondentes para os conceitos de ob­
jeto caminho e homotopia à direita, assim sendo as demonstrações são duais às anteriores 
e podem ser encontradas em 1151,
L em a  1.6.16. Seja B •= ((B B, n0 , n 1), B, j ,  q) um objeto caminho. Então q0 ,q 1 • B .
B
L em a  1.6 .17. Seja B •= ((B jj[B ,n 0 ,n 1 ), B, j ,  q) um objeto caminho. Se B é fibrante e 
B é um objeto caminho bom, então q0 ,q 1 • B .  B são fibrações acíclicas.
L em a  1.6.18. Sejam  f , g • A  .  B G M . Se f  ~ d g, então existe uma homotopia à 
direita boa entre f  e g.
L em a  1.6 .19. Sejam  f , g •A  .  B G M . S  e f  ~ d g e A é cofibrante, então existe uma
homotopia à direita muito boa entre f  e g.
L em a  1.6 .20. Sejam  A, B G |M |. A relação binária ~ d definida em M (A , B) é reflexiua 
e. simétrica.
L em a  1.6.21. Sejam  A, B G |M |. Se B é fibrante, então a relação binária ~ d definida 
em M (A , B) é uma relação de equiualência.
D efin ição  1.6.22. Sejam  A, B G |M |. Denotamos por [A, B]d o conjunto quociente de 
M (A , B) pela relação de equiualência gerada pela relação binária ~ d. Se f  G M (A , B), 
então a classe de equiualência de f  é denotada por [f]d e chamada de classe de homotopia 
à direita de f.
O b serv ação  1.6 .23. Segue dos resultados anteriores que se B é fibrante, então [A, B]e =  
M (A , B )/ ~ d. Logo, se f , g G M (A , B), então [f]d =  [g]d se, e somente se, f  ~ d g.
L em a  1 .6 .24. Sejam  f , g •A  .  B G M  tais que f  ~ d g e h •X  .  A G M . Então
(fh ) (gh).
L em a  1.6.25. Fixemos i •X  .  Y G Se B G |M | é fibrante, então a
aplicação
i* • [Y, B]d .  [X, B]d
[f]d .  [fi]d,
é u,ma bijeção.
L em a  1.6 .26. Sejam  f , g •A  .  B G M  e h •B  .  C G M . Se A  é cofibrant e e f  ~ d g, 
(h f) (hg) .
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L em a  1.6 .27. Sejam  A, B, C G |M |. Se A é cofibrante, então a composição induz uma 
aplicação
[A, B]d x [B, C]d ^  [A, C]d 
([f]d, [g]d) ^  [gf]d
1.7 H om otop ia  e equivalência hom otóp ica
Começamos enta seção mostrando o relacionamento entre homotopia à esquerda e ho­
motopia à direita, então deüniremos os conceitos de homotopia, equivalência homotópica 
e com esses conceitos generalizados veremos uma versão do teorema do W hitehead em 
categorias modelo.
L em a  1.7.1. Sejam  f , g : A ^  B G M .
(a) Se A  é cofihrante e f  ~ e g, então f  ~ d g;
(b) Se B é fibrante e f  ~ d g, então f  ~ e g.
Demonstração. Mostremos (b) pois a prova de (a) é dual. Seja H : A ^  B uma
f g
B =  ( ( B n  B ,n 0 ,n i) ,B , j,q ) , Fixemos um objeto cilindro bom arbitrário,
A = ( ( A U  A, a 0, a 1), A , i,p).
Desde que i G K, q0 G F C W  (pelo lema 1.6.17) e
qo( j f  U  H) =  qoj f  U  qoH =  f  U  f  =  f  ( 1  U x) =  f Pb 
segue de (EM4) (a) que existe um levantamento l : A ^  B do diagrama abaixo.
A H A  U H > B B
A  ------     B-p
Por inspeção direta se verihea que q11 : A ^  B é uma homotopia à esquerda entre f  e 
g com respeito a ti. □
D efin ição  1 .7.2. Sejam  f , g : A ^  B G M . Dizemos que f  é homotópica a g e  escrevemos 
f  ~  g se f  ~ e g e f  g.
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D efin ição  1 .7.3. Seja f  : A ^  B e  M . Dizemos que f  é uma equivalência homotópica 
se existir g : B ^  A e  M  tal qu,e g f  U  e f g 1B. Neste caso também dizemos que g 
é uma inversa homotópica de f.
L em a  1.7.4 (O teorema de W hitehead em categorias modelo). Seja f  : A ^  B e  M  
A B
homotópica se, e somente se, f  é uma equivalência fraca.
Demonstração. Sejam 0 ,1  e  |C| objetos inicial e final, respectivamente. Suponhamos que 
f  e  W. Por (EM5)(b), ex istem i :A  ^  X e K n ^ )  e p  : X ^  B e  F  (para algum 
X e  |M |)  tais que f  =  pi. Segue de (EM2) que p e  W , e ra tão  p e  F  n  W.
Desde que A é fibrante, segue de (1) e (EM4)(b) que existe j  : X ^  A tal que j i  =  1A, 
e então (ji) 1A (2).
A - h -  A
gf
Notemos que (0 ^  X) =  (A ^ ieK X)(0 A) e (X ^  1) =  (B 1)(X B),
e então X é bifibrante (3).
Segue de (1), (3) e Lema 1.6.25 que i induz uma bijeção
i* : [X, X]d ^  [A, X]d 
[h]d [hi]d.
Então
i*([ij]d) =  [(ij)i]d =  [ilA]d =  [ 1 xi]d =  i*([1 x]d) ^
^  [ij]d =  [lx]d ^
^  ( i j ) - d 1 x ^ (3)
^(3) (ij) ~  1 x (4).
Com um argumento dual, concluímos que existe q : B ^  X tal que (pq) ~  l B (5) e 
(qp) ~  l x (6 ).
0 ----->■ X
pGFílW
b - X T  b
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p* : [X, X]e ^  [X, B]e
[h]e [ph]e.
Definindo g := jq , segue de (2), (4), (5) e (6 ) que
gf  =  (jqp*) ~  (jlx*) =  (ji) ~  1a (7) 
e
f g =  (püq) ~  (P 1 xq) =  (pq) ~  1B (8 ).
Segue de (7) e (8 ) que f  é uma equivalência homotópiea.
Reciprocamente, suponhamos que f  seja uma equivalência homotópiea com uma in­
versa homotópiea g, digamos.
Consideremos a fatoração f  =  pi com i E K Cl W  e p E F  já  mencionada acima. Por 
(EM2), para concluirmos que f  E W  basta mostrarmos que p E W.
Seja H : B ^  B uma homotopia à esquerda boa (9) entre fg  e 1b com respeito, 
digamos, ao objeto cilindro bom B =  ((B B, a 0, a i) , B , r, s), Desde que B é eofibrante, 
segue de (9) e do Lema 1,5,6 que r 0 e K C  W.
Desde que H r 0 =  fg  =  pig, segue de (EM4)(b) que existe um levantamento, digamos 
H' : B ^  X, do diagrama comutativo abaixo,
B ^  X
H' ^  roGKnW H /
B ^  B ^  B
Definamos t := H 'r1 e notemos que pt =  p H 'r1 =  H r1 =  1b (10),
Desde que i : A ^  X é uma equivalência fraca entre objetos bifibrantes, segue pelo 
que já  foi provado que existe uma inversa homotópiea da mesma, digamos u : X ^  A 
((ui) ~  1 A e (iu) ~  l x (1 1 )).
Ademais, H' é uma homotopia à esquerda entre H 'r0 =  ig e H 'r1 =  t (com respeito a
B), logo (ig) ~ e t ^  t ~ e (ig) ^  t ~  (ig) (12) (B eofibrante).
Notemos que f  =  pi ^  f u  =  piu ^ (11) (fu ) ~  (p lX) =  p ^  (fu ) ~  p  ̂  p ~  (fu )
(13).
Agora, segue de (11), (1 2 ) e (13) que
(tp) ~  (igp) ~  (ig fu) ~  (í Iau) =  (iu) ~  lx  ^  (tp) ~  lx  (14).
( tp ) E W
p tp
p E W  f  E W
Capítulo 1. Categorias Modelo 45
□
1.8 A ca tego ria  hom otóp ica  de u m a ca teg o ria  m odelo
Um problema im portante em m atem ática é o de determinar uma localização de uma 
categoria C com respeito a uma dada classe de morfismos L, Informalmente isso significa 
construir uma categoria D parecida com C de modo que os morfismos de L sejam invertíveis 
em D, Não há em geral um método para construir localizações, exceto para categorias 
pequenas, contudo mesmo nesse caso a localização obtida não é, em geral, manejável,
O conceito de categoria homotópica de uma categoria modelo é im portante pois: for­
nece um cenário formal para se trabalhar com propriedades homotópieas e resolve parci­
almente o problema de construir localizações, pois a categoria homotópica é precisamente 
a localização da categoria modelo com respeito às suas equivalêneias fracas,
A fim de se definir a categoria homotópica de uma categoria modelo precisamos dos 
importantes conceitos de resoluções eofibrantes e resoluções fibrantes.
D efin ição  1.8.1. Sejam  A, B e  |M |. Então
(a) uma resolução cofibrante de A é u,m par (A ',p  : A' ^  A) tal qu,e A' é um objeto
cofibrante em M e  p  e  W ;
(b ) uma resolução cofibrante boa de A  é uma resolução cofibrante (A ',p) de A tal que
p e J n W ;
(c) uma resolução fibrante de B é u,m par (B', i : B ^  B') tal qu,e B' é um objeto fibrante
em M  e i e  W ;
(d ) B (B' , i) B i e
K n w .
Na literatura os termos aproximação e substituição também são usados em vez de 
resolução, É interessante observar que em Top com a estrutura modelo de Quillen, a 
bem conhecida CW-aproximação (cf, [ ]) de um espaço topológico X é uma resolução 
cofibrante de X em linguagem de categorias modelo.
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No que segue verificamos que todo objeto em M  admite resoluções eofibrantes boas e 
resoluções fibrantes boas.
Sejam 0  e  |M | um objeto inicial, 1  e  |M | um objeto final e A G |M |. Aplicando 
(EM5)(a) em 0 ^  A, obtemos um objeto eofibrante LA e uma fibração aeíeliea pA : LA ^  
A
0 ----------------- >■ A
/ApAeFnw
LA
Similarmente, aplicando (EM5)(b) em A ^  1  obtemos um objeto fibrante RA e uma 
eofibração aeíeliea iA : A ^  RA tal que o triângulo abaixo comuta,
RA 
A ---------
Com isso em mãos fazemos a seguinte convenção: para cada A e  |M | fixamos uma 
resolução eofibrante boa (LA,pA) de A e uma resolução fibrante boa (RA,iA) de A, Se A 
já  for um objeto eofibrante, então eonveneioanamos que LA =  A e pA =  1A; se A já  for 
um objeto fibrante, então convencionamos que RA =  A e iA =  1A.
L em a  1.8.2. Seja A e  |M |. Então os objetos RLA e LRA são ambos bifibrantes.
Demonstração. Por construção RLA é fibrante. Desde que (0 ^  RLA) =  iLA(0 ^  LA)
LRA
bifibrante, □









(a) Se f  : LA ^  LB e  M  também cumpre pBf  =  f p A,entãio f  ~ e f  e f  ~ d f ;
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(b) f  G W  se, e somente se, f  G W ;
(c) Seja g : A ^  B G M  e sej a j  : LA ^  LB G M M  que p Bj  =  gPA- Se B e  fibrante e
f  ~ e g, então f  j  6  f  j .
Demonstração. Veja Lema 5,1 em |15|, □




R A — ^ R B
f
Ademais,
(a) Se f  : RA ^  RB G M  também cumpre iBf  =  f i ^ ^ m t ã o  f  ~ e f  e f  ~ d f ;
(b) f  G W  se, e somente se, f  G W ;
(c) Seja g : A ^  B G M  e sej a g : RA ̂  RB G M M  qu e iBg =  g*A- Se A e cofibrante
e f  ~ d g, então f  ~ e g e f  ~ d g.
Demonstração. Veja Lema 5,3 em |15|, □
D efin ição  1 .8.5. A categoria homotópica de uma categoria modelo M ,  denota da H o(M ), 
íem por definição os mesmos objetos de M  e para ca da A, B G |M | colocamos
H o(M )(A , B) := [RLA, RLB].
Definimos também um funtor, chamado de funtor canônico, entre uma categoria mo­
delo e sua categoria homotópica como segue,
Y : M  ^  H o(M )
A ̂  A
f  : A ^  B ^  [ f  : RLA ^  RLB],
M
Y
O b serv ação  1 .8.6. Desde que em Top com a estrutura modelo de Hurewicz todos os 
objetos são bifibrante.s então neste caso recuperamos a categoria homotópica clássica de 
Top
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P ro p o s iç ã o  1 .8.7. Seja f  : A "  B e  M . Então 7 ( f ) é um isomorfism0 em H o(M ) se,
M
Demonstração. Seja f  : A "  B e  M  uma equivalência fraca. Desde que 7 ( f ) =  [f : 
RLA "  RLB] segue que f  é uma equivalência fraca entre objetos bifibrantes e logo possui 
uma inversa homotópica, digamos g : RLB "  RLA (teorema de W hitehead e lemas 
anteriores). Então [g] : B "  A e  H o (m ) e
[g]Y(f)  =  [gf  =  [ 1 r l a ] =  Ia-
Anologamente, 7 ( f  )[g] =  1B. Portanto q ( f ) é um isomorfism0  em H o(M ). 
Reciprocamente, Suponhamos que q ( f ) seja um isomorfismo e seja h : RLB "  RLA e 
M  ta l que q ( f  )- 1 =  [h]. Então
1 a =  [ 1 r la ]  =  [ h f  ^  h f  ~  1 r la -
Anologamente, / h  ~  1RL̂ . ^ ^ a n t o  f  é uma equivalência homotópica entre objetos
f
equivalência fraca segue dos lemas anteriores. □
D efin ição  1 .8.8. Sejam  C uma categoria e L Ç "C. Uma localização de C com respeito a 
L, se existir, é um par (F, D) ond e D é uma categoria e F : C " D é  um funtor tal que
(a) F f  é um isomorfism0 em D -sempre qu,e f  e  L;
(b ) Para qualquer par (F', D ') onde D 1 é uma categoria e F ' : C "  D ' ê um funtor que
leva flechas de L em isomorfismos em D ', existe um único fun tor  G : D "  D ' tal 
que G o F =  F'.
M W
fracas. Então 0 par (7 , H o(M )) é uma localização de M  com respeito a W .
Demonstração. Veja Teorema 6.2 em |15|, □
Este resultado revela algo muito interessante: a categoria homotópica de uma categoria 
modelo depende apenas de suas equivalêneias fracas. Xeste sentido a classe de equiva-
lêneias fracas de uma categoria modelo é a mais importante, enquanto suas eoübrações e
übrações são auxiliares nas diversas construções e resultados da teoria.
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1.9 E quivalências de Q uillen
As adjunções de Quillen são as ferramentas adequadas para se estudar o relaciona­
mento de duas categorias modelo, pois, naturalm ente, essas adjunções são compatíveis 
com as estruturas modelo envolvidas. Do mesmo modo, equivalêneias de Quillen são o 
modo adequado de se considerar duas categorias modelo iguais do ponto de vista ho- 
motópieo, mesmo que tais categorias sejam bem diferentes do ponto de vista puramente 
categórico. Por exemplo, Top e sSet (com as estruturas modelo de Quillen) são Quillen 
equivalentes mas não são categorias equivalentes. Isto significa que a teoria homotópiea de 
Top é a mesma de sSet, e esta últim a categoria possui algumas vantagens de se trabalhar 
pelo seu caráter mais combinatório.
Nesta seção definimos funtores derivados (totais), adjunções e equivalêneias de Quillen 
e apresentamos o im portante teorema do funtor derivado to tal de Quillen,
D efin ição  1.9.1. Sejam  M  uma categoria modelo, V  uma categoria qual quer e F : M  ^  
V um funtor. Um funtor derivado à esquerda (FDE) de F é, se existir, um par (LF,n) 
onde LF : H o ( M )  ^  V é u,m fun t or, n : LF o q ^  F e  uma transformação natural e tal 
qu,e se cumpra o seguinte: para qualquer outro par (G ,9) onde G : H o(M ) ^  V é um 
funtor e 9 :G  o q ^  F é uma transformação natural, existe uma única transformação 
natural 9' : G ^  LF tal qu,e n o (9'.q) =  9.
LF o y
F
par (R F ,n ) ond e R F  : H o(M ) ^  V é um funt or, n : F ^  R F  o q é uma transformação 
natural e se cumpre uma propriedade universal dual à acima.
D efin ição  1 .9.2. Seja F : M  ^  N  um funtor entre categorias modelo com funtores 
canônicos repectivamente denotados por Ym  e YN- Um funtor derivado total à esquerda 
(FDTE) de F é, se existir, um FDE de y n  o F : M  ^  H o (N ). Anologamente se define
F
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(c) F preserva cofibrações e G preserva fibrações;
(d) F G
Demonstração. A verificação é rotineira, segue da compatibilidade de funtores adjuntos 
com propriedades de levantamento, □
D efin ição  1.9.4. Sejam  F :  M  ^  N  e G :  N  ^  M  funtores entre categorias 'modelo tal 
F G  
cumpre então dizemos que:
(F, G)
F é um funtor de Quillen à esquerda;
G
E x em p lo  1 .9.5. Seja Toph (respectivamente Topq, TopmJ equipado com a estrutura mo­
delo de Hurewicz (respectivamente Quillen, Cole). As adjunções (triviais)
1 : T°pç ^  T°ph : G
1 : T°p ç ^  T°p m : 1,
1 : Topm ^  Toph : 1
são adjunções de Quillen.
D efin ição  1.9.6. Sejam  F :  M  ^  N  e G :  N  ^  M  funtores entre categorias 'modelo tal 
(F, G) A M
objeto fibrante B em N  e qualquer flecha f  : A ^  GB tem-se que f  é uma equivalência
fraca se, e -somente se, sua flecha adjunta FA ^  B e  uma equivalência fraca, então dizemos
que:
(F, G)
F é u,ma equivalência de Quillen à esquerda;
G
M N
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E x em p lo  1 .9.7. A adjunção
|.| : sSet ^  Top : Sing
entre o funtor realização geométrica |. | e o funtor conjunto simplicial singular S ing é uma 
equivalência de Quille.n com relação as estruturas modelo de Quillen (cf. /15/).
E x em p lo  1 .9.8. Por inspeção direta, a adjunção projeç.ão-inelusão
n : ChR ^  Ch+ : i
é u;ma equivalência de Quillen.
Para equivalências de Quillen envolvendo Cat, Grpd e sSet referimos [ ],
No capítulo 3 mostramos que as categorias de ações topológicas, A^-ações e ações 
homotópieas são todas Quillen equivalentes.
(F, G)
de Quillen. Então o FD TE  LF de F existe, o FDTD  R G  de G existe e LF é adjunto à 
esquerda de RG . Ademais, se (F, G) é uma equivalência de Quillen, então os funtores 
LF RG
Demonstração. Veja |24| ou |28|, □
1.10 C ategorias m odelo co fib ran tem en te  geradas
C
formam uma estrutura modelo. A dificuldade consiste especificamente em verificar os 
axiomas de levantamentos e fatorações, Quillen desenvolveu uma técnica de construir 
fator ações funtor iais já  com propriedades de levantamento, dando origem ao conceito 
de categoria modelo cofibrantemente gerada: uma categoria modelo equipada com dois 
conjuntos de flechas que geram (via levantamentos) todas as fibrações e fibrações aeíelieas 
(e consequentemente todas as eofibrações aeíelieas e eofibrações).
Categorias modelo cofibrantemente geradas são importantes não só pela pela repre­
sentai ividade de sua estru tura modelo por conjuntos de flechas geralmente simples e 
manipuláveis mas também porque proporcionam resultados de transferência de estrutura 
modelo para outras categorias via adjunções.
C
quando necessário. Precisamos de alguns conceitos de números ordinais e cardinais para 
o que seguirá, cuja referência utilizada é |2 1 | ,
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Definição 1.10.1. Um ordinal (ou número ordinal) é um conjunto bem ordenado (X, R ) 
tal que para cada x  e  X , x  =  {y e  X; y R x , y =  x}.
Assumiremos alguns fatos sobre ordinais: o conjunto vazio é um ordinal (o ordinal 
nulo) e é denotado por 0; para quaisquer dois ordinais distintos A e B  tém que A Ç B ou 
B Ç A, logo a classe (própria) dos ordinais é totalm ente ordenada por inclusão; Se A e 
B são ordinais e A <  B, então A e  B; todo ordinal X tem  um ordinal sucessor (o menor 
ordinal maior que ele) denotado por X + 1 ; um ordinal distindo de 0 e que não é sucessor 
de nenhum outro ordinal é chamado de ordinal limite.
Definição 1.10.2. Dizemos que dois conjuntos dados são equinuméricos se existir u,ma 
bijeção entre eles.
Definição 1.10.3. Um cardinal (ou número cardinal) é u,m ordinal qu,e não é equinumé- 
rico a qualquer ordinal estritamente menor.
A
e denotado por #A ,
Definição 1.10.4. Um cardinal k é dito ser singular se admitir um subconjunto cofinal 
com cardinalidade estritamente menor que k . Caso contrário ele é dito regular.
No que segue consideramos um ordinal como uma categoria de modo usual. Notemos 
tam bém  que na definição abaixo o par (Fft, (F ã  : F a  "  Fft)a</3 ) é um eoeone do funtor 
restrito F ^ ,
Definição 1.10.5 . Sejam X u,m ordinal não nulo e F : X "  C um funtor. Dizemos 
que F é um a X-sequência em C se para cada ordinal limite < X a flecha induzida pela 
propriadade universal do colimite co lim F ^  "  F(ft) é um isomorfismo em  C.
Definição 1.10.6. Sejam X u,m ordinal não nulo, F : X "  C uma X-sequência em C e 
L Ç ~ê. Dizemos que F é u,ma X-sequência de flechas em L se F a  "  F (a  +  1) e  L .sempre 
que a  +  1 <  X.
Definição 1.10.7. Sejam  L Ç "íC e f  e  Dizemos qu,e f  é uma composição transfinita 
de flechas em L se existir uma X-sequência F : X "  C de flechas em L e um colimite 
(colimF, fl) de F de modo qu,e f  é isomorfa a
Sejam k um ordinal, A e  |C| e L Ç " ,
Definição 1.10.8. Dizemos que A é K-pequ,eno com respeito a L .se para cada cardinal 
regular p >  k e para cada p-sequência F de flechas em L, a aplicação induzida
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co/im C(A, F —) t  C(A, co/imF)
é uma bijeção em  Set, onde (co/imF, ^ )  é um colimite de F.
Dizemos que A é pequeno com respeito a L se A é K-pequeno com respeito a L para 
algum carninal k. Finalmente, dizem os qu,e A é pequeno se A é pequeno com respeito a
t .
Em Set todo conjunto A é pequeno (cf. [ ]) (de fato, A é #A-pequeno), Em ModR 
todo R-módulo A é pequeno (cf. [ ]) (de fato, A é K-pequeno, onde k := # A .(# A + # R )) ,  
Top
D efin ição  1.10.9. Seja L Ç t .  Definimos a classe push(L) como segue. 
pu-sh(L) :=  { f  S t ;  existe um quadrado pushout do tipo •  —^  • para algum / S L}.
f
D efin ição  1 .10.10. Seja L ç t . Definimos a.s classes Linj  Lcof e L,'inj ^ ce11 COTTIO SCQUC.
(a) Linj := L^;
(b) Lcof := ^(L^) =  ^Li„j-
(c) LceH :=  {f  S t ; f  (L)}
A s flechas em Lcea são chamadas de complexos celulares relativos (com respeito a L)
L
Pode-se mostrar que Lce11 Ç Lcof para qualquer L Ç "C\
Para cada categoria C temos os funtores fon, a/v : Arr(C) t  C que levam uma flecha
f
D efin ição  1 .10.11. Uma fatoração funtorial em  C é um par (a ,f l) de endofuntores em 
Arr(C) de modo qu,e
fon  o a =  fora, a/v o a  =  fon  o a/v o fl =  a/v e f  =  f l( f ) o a ( f )
para qualquer f  S t .
D efin ição  1 .10.12. Sejam C uma categoria cocompleta e L Ç C. Dizemos qu,e L permite 
o argumento do objeto pequeno (AOP) .se para qualquer f  : A t  B S L tem-se que A e 
«m objeto pequeno com respeito a Lce11.
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C
e I um conjunto de flechas em C. Suponha que I permite o AOP. Então existe uma 
fatoração funtorial (a, ) em C de modo que
a ( f )  e  beZZ  ̂ (f) e  Iíraj
para qualquer f  e  Em particular, a ( f )  e  W  e a ( f )  ifi ( f ) .
Demonstração. Veja |24| ou |28|, □
D efin ição  1 .10.14. Seja C =  (C, (W , K, F )) uma categoria modelo. Dizemos que C e 
ama categoria modelo cofi.branteme.nte gerada (CMCG) se existirem dois conjuntos de 
flechas I, J Ç "  de modo que:
(C G 1 ) I e J permitem o AO P;
(C G 2) Jmj =  F ;
(C G 3) Imj =  F n W .
Segue que Ico/  =  K e J co/  =  K n W .
O b se rv ação  1 .10.15. Considere a notação acima. Pode-se. mostrar (cf. /24, 28j) que. e.m 
u,ma CMCG a.s cofibraç.õe.s são precisamente os retratos de. extensões celulares de. flechas 
I
Top
subcategorias to p  W Htop e Htop) (cf. [ , , , ]) com estrutura modelo de Quillen,
sSet (cf. [24, 28]) com estrutura modelo de Quillen e ChR (cf [28]) e Ch+ (cf. [15]) com 
estruturas modelo projetivas.
Sejam n >  0  Rn o espaço euclidiano real de dimensão n (R0 := {0}), Sn - 1  a esfera 
unitária de Rn (S- 1  := 0  e Dn o disco unitário fechado de Rn (D0 :=  {0}).
Em Top, os conjuntos I := {in : Sn - 1  "  Dn ,x  "  x } n > 0 e J :=  {jn : Dn "  [0,1] x 
Dn,x  "  (0 ,x ) } n > 0 são escolhas que cumprem a definição acima.
Top
Hurewicz não é cofibrantemente gerada (cf. |50|). Algumas categorias de funtores também 
não são cofibrantemente geradas.
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1.11 C ategorias m odelo m onoidais
Xesta seção definimos categorias modelo monoidais, isto é, uma categoria com estru­
turas modelo e monoidal de modo que tais estruturas sejam compatíveis em certo sentido. 
Essa classe de categorias modelo é im portante para a teoria de homotopia de operadas.
D efin ição  1.11.1. Sejam f  :A  "  B ,g  :X  "  Y e  M . O pushout-product de f  e g é a
flecha f  o g induzida do pushout de f  ® 1 x e 1 A ® g conforme o diagrama abaixo.
A 0 X B 0 X
Lembremos que um cosmo é uma categoria monoidal simétrica fechada e bieompleta.
D efin ição  1.11.2 . Uma categoria modelo monoidal (CMM) é um cosmo C = (C, 0 , 1) 
equipado com uma estrutura modelo (W , K, F ) de modo que .se cumpre o axioma abaixo. 
Axioma do Pushout-Product: Se f , g  e  K, cntão f  o g e  K. Se, adicionalmente, f  ou
f o g
top
delo de Quillen (e estrutura monoidal cartesiana) e ChR e Ch+ com estruturas modelo 
projetivas e estruturas monoidais usuais. Outros exemplos importantes mas que não serão 
considerados neste trabalho são: sSet, top* (com estrutura monoidal dada pelo produto 
smash), categorias de espectros e de S-módulos, Para mais detalhes veja |27|,
1.12 C ategorias m odelo p róp rias
Em qualquer categoria modelo, eofibrações são fechadas por pushouts e fibrações são 
fechadas por pullbacks, contudo equivalências fracas não são fechadas por pushousts ou 
pullbacks em geral. Esta propriedade é bastante desejável em certas construções e re­
sultados da teoria de categorias modelo, dando origem ao conceito de categoria modelo 
própria,
M
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f
f  S W  e g S K, tem-se que f ' S W ;
i com
(b ) própria à direita se para qualquer quadrado pullback do tipo
e g S F  tem-se que f 1 S W ;
(c) própria se for própria à esquerda e. à direita.
P ro p o s iç ã o  1.12.2. Se todos os objetos de M  são:
(a) cofibrantes então M  é própria à esquerda;
(b ) M
Demonstração. Veja Corolário 13.1.3 em |24|,
f com f  S W
□
As principais categorias modelo são próprias: Top com as estruturas modelo de Quillen 
e de Hurewicz, top com a estrutura modelo de Quillen, sSet com a estrutura modelo de 
Quillen e ChR e Ch+ com as estruturas modelo projetivas. Notemos que a única categoria
Top






Este capítulo é uma breve introdução à teoria de operadas e álgebras sobre operadas 
e destina-se a estabelecer notação e terminologia sobre estes conceitos a serem utilizados 
no próximo capítulo, onde apresentamos nossos resultados.
Operadas são dispositivos matemáticos usados para descrever estruturas algébricas em 
categorias monoidais simétricas, pois codificam leis de assoeiatividade e de compatibili­
dade com unidades. Operadas simétricas codificam leis de eomutatividade mas não serão 
consideradas neste trabalho,
Uma álgebra sobre uma operada é a realização de uma estru tura algébrica no se­
guinte sentido: monoides ordinários, monoides topológieos, anéis, módulos, DG-álgebras 
(e outros) são todos exemplos de álgebras sobre operadas (de fato, são álgebras sobre as 
chamadas operadas associativas em suas categorias monoidais ambiente).
Operadas coloridas e suas álgebras descrevem estruturas algébricas mais gerais em 
categorias monoidais simétricas. Por exemplo, módulos sobre monoides são álgebras sobre 
certas operadas bieoloridas.
As seções deste capítulo descrevem operadas, álgebras sobre operadas, exemplos, pro­
priedades categóricas de operadas e suas álgebras, além de importantes adjunções,
A últim a seção é a mais im portante deste capítulo e traz resultados de teoria de 
homotopia de operadas e álgebras que utilizaremos no próximo capítulo. Tratamos, por 
exemplo, de resoluções eofibrantes explícitas para operadas topológieas, estruturas modelo 
em categorias de álgebras sobre operadas e equivalêneias de Quillen entre elas,
2.1 O p erad as  e á lgebras
Neste capítulo V =  (V, 0 , 1, a , À, p, y , [—, —]) sempre denotará um cosmo, conforme o 
apêndice A, A definição de operada sobre V não requer que V seja fechada e bieompleta, 
mas muitos resultados e construções valem sob esta hipótese.
57
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Definição 2.1.1. A categoria VN será chamada a categoria de coleções (em V) e denotada 
por Coll(V ). Uma coleção V  também será denota da por (V (n))N.
Definição 2.1.2. Urna coleção pontuada (em V) é uma coleção V equipada com uma 
flecha u : I ^  V (1) (chamada de unidade ou pontuação). Um morfismo de coleções 
pontuadas é um morfismo em Coll(V) que preserva unidade de modo óbvio. A categoria 
resultante será denotada por C o lr(V ).
Definição 2.1 .3 . Urna operada (em V) é uma coleção pontuada V , com unidade u : I ^  
V(1)
C =  Cfc,ni,...,nfe : V(k) 0  V (n 1) 0  . . .  0  V (nfc) ^  V (n 1 +  . . .  +  n fc) S ,
para quaisquer k >  1 e n 1, . . . ,  >  0, de modo gwe os diagramas abaixo comutam para
quaisquer k >  1  m  >  0 n 1, . . . ,  n k >  1 e 11, . . . ,  >  0, onde n  :=  n 1 +  . . .  +  n k,
gs :=  l1 +  . . .  +  :=  l(gs-i+1) +  . . .  +  e l :=  l1 +  . . .  +
V(k) 0  0  V(ns) 0  0  V(Zr )
. s=1 , r=1
Z®1









V (ns) 0  ( 0  V (lgs-1+q )
q=1




V(k) 0  I®k V(k) 0  V(1)®k
V(k)
z
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Onde os isomorfismos acima são induzidos da estrutura monoidal simétrica de V. As 
flechas Z são chamadas as composições de P .
O b se rv ação  2 .1 .4 . Uma operada P  em V pode ser definida equivalentemente como uma 
coleção pontuada junto com flechas
°n,i,m =  °i : P  (n) ® P  (m) M P  (n +  m  — 1) G "V
para quaisquer n  >  1 1  <  i <  n e m  >  0 (chamadas de composições parciais de P )
que. cumprem axiomas naturais de. associatividade e. de. compatibilidade, com unidade, (cf. 
136, 461). Operadas definidas via composições totais são também chamada de. operadas 
de. May (cf. (36() e. operadas definidas via composições parciais são também chamadas de. 
operadas de. Markl.
Desde que estamos principalmente interessados em operadas topológieas, isto é, ope­
radas no cosmo top =  (top, x , {*}) dos espaços topológicos compactamente gerados (con­
forme apêndice A), daremos uma definição simplificada nesse caso via elementos. Xote 
que a definição a seguir também descreve operadas em Set. Ums descrição similar pode
ser dada em ChR ou Ch+ via vetores homogêneos e regra de Koszul (cf. [45]).
P  top
u G P  (1), chamado de unida de de P , e equipada com aplicações contínuas 
Z =  Cfc,ni,...,nfe : P (k) x P (ni) x . . .  x P (nk) M P (ni +  . . .  +  n k)
(x , x \ , . . . ,  x k) M x  ° (x-\ ,̂. . . ,  x k), 
para quaisquer k >  1 e n 1, . . .  ,n k >  0 e de modo que
(a) u ° x  =  x  para quaisquer n  >  0 e x  G P (n);
(b) x  ° ( u , . . .  ,u) = x  para quaisquer k >  1 e x  G P (k);
(c)
(x ° ( x i , . . . , x k)) ° ( x i , . . .  , x ill  , . . . , x k1 , . . . , x nk  ) =
=  x ° (xi ° ( x1, . . . ,xln1 ) , . . . , x k ° (xk , . . . , x nk ))
para quaisquer k >  1  n i , . . . , n k >  1, f l , . . .  ,l f 1 , . . .  , l k, . . .  , l kk > 0  x  G P  (k) , x i G P  (ni) ,
xjm G P  (lm^
Exem plo 2.1.6 (A operada endomorfismo). O exemplo protótipo de. u;ma operada topo- 
lógica é o .seguinte. Fixemos um espaço topológico A cm top qualquer e consideremos a
top
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topológica EndA por EndA(n) := top(An, A) para n e  N (onde A0 := {*}J e com uni­
dade 1 : A ^  A. As composições são definidas de modo natural, para quaisquer índices, 
aplicações e. elementos e.m que a expressão abaixo faça sentido.
f  ◦ ( f 1 , . . . , f fc)(x 1 , . . . , , . . . ,x k ,. . . ,x í;fc) :=  f . . . , ) , . . . , f fc(xk, . . . , xí;fc)).
Mais geralmente, qualquer objeto X e  V define uma operada Endx por Endx (n) := 
[X®ra, X], onde [—, — ] é o funtor hom inte m o de V. A opera da Endx é chamada de operada 
X
Set
árvores T, que apresentamos adiante em sua forma generalizada para árvores coloridas. 
Para cada n e  N, T(n) é o conjunto de (classes de isomorfismo de) árvores com n 
folhas e. a.s composições são dadas por enxerto de árvores. Esta operada se extende a uma 
operada topológica de árvores métricas e.m relação ao enxerto destas com respeito a um  
comprimento t e  [0,1] fixado, qualquer. Referimos o apêndice B para mais detalhes.
E x em p lo  2 .1 .8 . A operada associativa As em V é definida por As(n) := I para todo 
n >  0. As composições de As são induzidas dos isomorfismos I®r ~  I (r >  0 ). A operada 
As em V é definida como As, exceto por As :=  0, onde 0 é um objeto inicial em V. A 
operada mais simples é a operada inicial I ,  definida co mo I para n =  1 e com o 0 caso 
contrário e com unidade 1j. Temos também a operada pontuada 3 . definida co mo I  exceto 
por 3.(0) :=  I.
E x em p lo  2 .1 .9 . Seja X =  (X, m  : X x X ^  X ,u  : I ^  X) um monoide em V. Então 
X induz naturalmente uma operada P X definida p or P X(n) :=  X para to do n >  0, com 
unidade u e composições dadas por iterações da multiplicação m. Note que a operada 
associativa é um caso particular desta construção com respeito a estrutura natural de 
I
E x em p lo  2 .1 .10 . As operadas topológicas WAs e A s^ serão definidas no próximo ca­
pítulo e. desemprenham uma papel fundamental neste trabalho. Essencialmente elas são 
quocientes de operadas de árvores métricas.
A operada dos pequenos discos é devida a Boardman e Vogt (ef. |7, 8 |),
E x em p lo  2.1.11 (O operada dos pequenos discos). Para cada x  e  R 2 e t >  0, seja
B(x, t) Ç R 2 a bola unitária fechada de centro x  e raio t e seja B :=  B (0 ,1). A operada
topológica D 2 é definida como s egue: D 2 (0 ) :=  0  e para ca da n >  1 :
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D 2(n) :=  ̂ O i , . . .  , xn , í i , . . . , t n) G Bn x]ü, 1]n ; x  =  Xj se i =  j ,  B (xj,ij) Ç B,
n
Q  in í(B (x i,íj)) =  0
i=i
A unidade é (0,1) G D 2(1) e a composição operádica, para quaisquer n ,m  >  1 e 1 < 
i <  n é definida mergulhando-se os pequenos discos de D 2(m) no i-ésimo pequeno disco de 
D  2(n) (com a ordem definida pelos índices dos centros), conforme sugere a representação 
abaixo.
G D 2(3) G D 2(2) G D 2 (4)
Notemos tam bém  que operadas topológieas D k podem ser definidas anologamente para 
qualquer k >  1. D i é a operada dos pequenos intervalos.
D efin ição  2 .1 .1 2 . Sejam  P  =  ( P , uP , ZP ) e Q =  (Q, ug, Zq) operadas em V. Pm mor- 
fismo f  : P  ^  Q de operadas é um morfismo de coleções pontuadas tais que para quaisquer 
k >  1 e n i , . . . , n k >  ü o diagrama abaixo comuta (onde n :=  n i +  . . .  +  n kJ.
P (k ) ® P (n i)  ® . . .  ® P ( n fc)
fk®/ni 0...0/n
Q(k) ® Q (ni) ® . . .  ® Q (nfc)
Cp ■> P (n )
Ce g Q(n)
As.
A categoria resultante é denotada por Op(V).
O objeto inicial em Op(V) é a operada in ieial l e o  objeto final é a operada associativa 
A razão de existência de uma operada são suas álgebras.
/k n
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D efin ição  2 .1 .13. Seja P  =  ( P , u ,Z ) uma operada em V. Uma álgebra sobre P  consiste 
de um objeto A em V junto com flechas 9n : P  (n) ® A®n ^  A e  "V para to do n  >  0, 
de modo que os diagramas abaixo comutam para quaisquer k >  1 e n i , . . .  ,n k >  0, onde 
n :=  ni +  . . .  +  n fc.
P (k ) 0  0  P ( n s) 0  A®n
, s=i
P (k ) 0  0  P ( n s) 0  A®ns
Z ®i -t P  (n) 0  A
A
, s=i
> P (k ) 0  A
1 0  A P  (1) 0  A
A
n
A s flechas 9n são chamadas as operaçôes de A. Um álgebra sobre P  também é chamada 
P
P A
de operadas entre P  e EndA- Em particular, para tod o objeto X  em  V, X e uma álgebra 
sobre EndX-
Álgebras sobre operadas tam bém  podem ser definidas via composições parciais (ef. 
|26|).
Como antes, álgebras sobre operadas topológieas merecem atenção especial. Por isso 
simplificamos a definição anterior.
D efin ição  2 .1 .14 . Seja P  =  ( P , u, Z) uma operada topológica. Urna álgebra sobre P  
consiste de um espaço topológico A  em top junto com uma aplicação contínua
9 : ^  P (n ) x An ^  A,
n€N
de. modo qu,e:
(a) 9(u, a) =  a para qualquer a e  A;
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(b)
(x o (x í , . . . , x k) , a 1 , . . .  , ani > ,a í, ak ) , ank  )
=  e ( x , 6( x i, a 1 ,.. . , a 1ni) , . . .  , 9(xk,ak, . . .  , aknk)), 
para quaisquer k >  1, n i , . . .  ,n k >  0  x  e P  (k) e aj e  A.
D efin ição  2 .1 .15. Sejam (A,9A) e (B, 9B) álgebras sobre uma operada P  =  (P  , u , ( ) em 
V. Um morfismo de álgebras sobre P  é uma flecha f  : A ^  B em V de modo qu,e o 
diagrama abaixo comuta para todo n  >  0 .
P  (n) 0  A®n
í®/




A categoria resultante será denotada por AlgV (P ) ou A lg(P ) quando V estiver suben­
tendida.
E x em p lo  2 .1 .16 . As álgebras sobre a operada associativa A s são os monoides em V. 
Em categorias monoidai.s simétricas particulares (neste caso não estamos exigindo fecha­
mento e. bicompletude) a.s álgebras sobre a operada associativa são monoides (usuais de 
SetJ, monoides topológicos, monoides simpliciais, monoides de Lie, anéis (associativos 
com unidade), DG-álgebras (associativas com unidade), etc. Verifica-se. que a menos de 
isomorfismo de categorias, Algv (I) =  V e Algv (I^) =  (• f  V). Em particular, Algt (D )̂ 
é a categoria dos espaços pontuados.
E x em p lo  2 .1 .17 . Seja X um monoide em V . A.s álgebras sobre P X são os X-módulos 
à esquerda, conforme apêndice A. Neste caso recuperamos conceitos usuais como espaços 
vetoriais, DG-módulos, açõe.s de grupos de Lie, ações topológicas (cuja definição específica 
é lembrada no próximo capítulo, devido sua importância neste trabalho), etc.
Set
objeto X equipado com uma flecha m  : X 0  X ^  X que é associativa no mesmo sentido 
das multiplicações de monoides.
E x em p lo  2 .1 .18 . As álgebras sobre a operada As são os semigrupos em V.
E x em p lo  2 .1 .19 . As álgebras sobre a operada A s^ são os A^-espaços de Stasheff (cf. 
[ J)  e a.s álgebras sobre a operada WAs são os WU-espaços de Boardman e Vogt [ J.
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2.2 O peradas coloridas e álgebras
Operadas coloridas generalizam operadas e codificam estruturas algébricas mais gerais 
V
De agora em diante C denotará um conjunto não vazio, cujos elementos chamaremos 
de cores. Associamos a C o  conjunto C := UraeNCra+1, Um element o de Cn+1 é tipicamente 
denotado por (c1, . . . ,  cn; c), que no caso n =  0 significa (; c).
D efin ição  2 .2 .1 . A categoria V— será chamada a categoria de C-coleções (em V) e de­
notada por Coll—(V).
D efin ição  2 .2 .2 . Uma C-coleção pontuada (em V) é um a C-coleçã o P  equipada com 
flechas uc : I V  P(c; c) (chamadas de unidades ou pontuações) para cada c e  C. Um 
C Coll —( V )
modo óbvio. A categoria resultante será denotada por Coll—(V).
C onv en ção  2 .2 .3 . Para qualquer símbolo x e para cada n e  N, escrevem os xn para 
simplificar a expressão x 1, . . . ,  xra, que no caso n =  0 significa uma expressão vazia.
D efin ição  2 .2 .4 . Uma operada C-colorida (em V) é um a C-coleção pontu ada P  equipada 
com flechas
z : P  (c„; c) 0  P  (dk1; c1) 0  . . .  0  P  (d|n ; cn) V  P  (dL , , . . . , dLi c) e  V
para cada n >  1, para cada (n +  1)-up!a de cores (cn ; c) e para quaisquer uplas de cores 
(dkx̂  (d |2^  . . . ,  (dnn), qu,e cumprem axiomas naturais de associatividade e de unidades 





seus objetos quando vista como u,ma multicategoria e. uma operada é u,ma multicategoria
C C
C
operadas e a categoria resultante é denotada por Op— (V).
P  C V P
A(c) em V para ca da c e  C e flech a-s 0 =  0(Cn;c) : P  (cn ; c) 0  A(c1) 0  . . .  0  A(c„) ^  A(c) e  
"íV para ca da (cn ; c) e  C que -são compatíveis com as unidades e as composições de P ,
0
A
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D efin ição  2 .2 .8 . Morfismos de álgebras sobre C-operadas são definidos deforma similar 
ao caso de álgebras sobre operadas e a categoria resultante também é denotada por Algv (P ) 
ou, A lg(P ) quando V estiver subentendida.
O b serv ação  2 .2 .9 . Operadas coloridas também podem ser definidas via composições par­
C
definições simplificadas de operadas topológicas coloridas e de suas álgebras via elementos.
A operada endomorfismo se extende ao caso de operadas coloridas. Seja A =  (A(c))c e  
Vc . A operada endomorfismo sobre A é denotada por EndA e definida, para cada (cn ; c) e  
C, por E n d A(cn ; c) := [A(ci) ® . . .  ® A(cn ), A(c)]. Novamente uma álgebra A sobre uma 
C-operad a P  determ inada e é determ inada por um morfismo de operadas entre V e  EndA,
E x em p lo  2 .2 .10  (A operada de árvores coloridas). A operada colorida T de C-árvores em 
Set é definida como segue. Referimos o Apêndice B  para definições e notações envolvendo 
árvores.
Se (cn ; c) e  C, entã o T(cn ; c) =  7(Cn;c ) e para ca da c e  C a unidade em 7p ;c ) é (classe
c
Para cada n  >  1, 1 <  i <  n  e (cn ; c), (dm ; c» ) e  C a  composição operádica é induzida
C
: 7 (c n;c ) ^ 7 ;c i)  ̂7 (c l  , . . . , C i_  1 , d l  , . . . , d m , . . . , C n ;c )




T T 02 U
o
S
E x em p lo  2 .2 .11 . Seja {c, o} um conjunto. As {c, o} -operadas topológicas Act, Act, 
A c t^  e W Act são definidas no próximo capítulo e são a.s operadas mais importantes 
deste trabalho.
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Exem plo 2.2.12. A operada topológica bicolorida Act pode ser generalizada para qualquer 
categoria monoidal simétrica com u,m objeto inicial. Suas álgebras são ações (à esquerda) 
de monoid.es quaisquer (cf. [ ]). Portanto as álgebras sobre Act em top são as ações 
topológicas (açõe.s à esquerda de monoides topológicos).
2.3 (C o)lim ites e ad junções
Seguem alguns resultados importantes sobre categorias de C-operadas e de álgebras.
V
Seja U : OpC(V) ^  Collc(V) o funtor esquecimento, Existe um funtor livre F  : 
CollC(V) ^  OpC(V), definido no Apêndice C, formando a adjunção livre-esquecimento, 
Para mais detalhes referimos |5, 18|,
Seja P  uma C-operada em V e seja UP : AlgV(P ) ^  Vc o funtor esquecimento, 
Existe um funtor livre F P : Vc ^  AlgV(P ), esboçado abaixo, formando a adjunção 
livre-esquecimento, Para mais detalhes referimos |18|,
Para cada P  e  |OpC(V)| e A =  (A(c))C e  |VC|, a P-álgebra livre sobre A, denotada 
por F PA, é definida, para cada c e  C, por
F  : Collc(V) F  OpC(V) : U.
F p  : Vc F  AlgV (P  ) : Up.
F p A (c ) :=  H  P(cn; c) 0  A®c
n>Q,CiGC
Onde A®Cn :=  Ac1 0  . . .  0  ACn par a n  >  l e  A®c0 := I.
Para cada (cn , c) G C, a flecha
h(cn;c) : P (cn j c) 0  (F PA)®Cn ^  F p A(c)
é definida como a composta abaixo.
P(cn ,c) 0  I ^  P ( j  ; c i) 0  A®j
ji>Q,d11 ec
0 . . .  0 H  P  ( j  ; c„) 0  A
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H  P(cn, c) 0  P (j  c1) 0  . . .  0  P (j ; cn) 0  A ^ ’- ’j
1<fc<ra,jfc>0,ckfc eC
®  Z 0  1
H  P (b r, c) 0  A®br
r>0,òi€C
Onde a primeira flecha é um isomorfismo induzido da estrutura monoidal fechada de
V
Os próximos dois resultados listam algumas propriedades categóricas das categorias 
de operadas e de sua álgebras. As demonstrações pode ser encontradas em |18|,
P ro p o s iç ã o  2 .3 .1 . O funtor esquecimento U : OpC (V) V  Coll(V) cria limites e colimites 
filtrados; cria também coequalizadores que são reflexiuos em Coll(V). Portanto a categoria 
OpC(V) é bicompleta.
P ro p o s iç ã o  2 .3 .2 . Seja P  e  |OpC(V)Y O funtor esquecimento U : OpC(V) V  Vc 
VC
Portanto a categoria AlgV ( P ) é bicompleta.
2.4 A ad junção  ex tensão -restrição
Todo morfismo de operadas induz uma im portante adjunção de categorias de álgebras, 
especialmente útil em teoria de homotopia de operadas.
Seja p  : P  V  Q e  O pC ( v ). Então p  induz um funtor p* : AlgV(Q) V  AlgV(P ) 
definido como segue:
(a) se (A(c))C é uma Q-álgebra com operações (0(Cn;c))o então (A(c))C é uma P-álgebra 
com operações (0p„;c) o ( f ^ p  0  U cn ))ç ;
(b) se f  é um morfismo de Q-álgebras então f  é um morfismo de P-álgebras com respeito 
às operações determinadas por p.
De modo simplificado dizemos que p* identifica objetos (subjacentes) e morfismos e 
deforma operações,
A Q
determinada por um morfismo de operadas g : Q v  EndA, log o g f  : P  V  EndA determina 
P A
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Por razões gerais, o funtor p* : AlgV(Q) V  AlgV(P ) possui um funtor adjunto à 
esquerda, denotado por p\ : AlgV( P ) V  AlgV(Q) (cf, [ , ]),
Definição 2.4.1. Seja p  : P  4  Q e  OpC(V7) . O juntores p\ : AlgV( P ) V  AlgV(Q) e 
p* : Algy (Q) V  Algy ( P ) são chamados, respectivamente, o funtor extensão e o funtor  
restrição induzido por p  e eles form am  a adjunção extensão-restrição induzida por p.
P\ : Algy(P) ^  Algy(Q) : P*-
Os termos restrição e extensão são derivados dos conceitos usuais de restrição e ex­
tensão de escalares para módulos ordinários. De fato, considere a categoria monoidal 
simétrica dos grupos abelianos Ab =  (Ab, 0 Z, Z), Um monoide em Ab é um anel (asso­
ciativo com unidade), logo, se R é um anel então P R é uma operada em Ab e A lg(PR) 
é então a categoria dos R-módulos, Finalmente, um morfismo de anéis f  : R V  S induz 
um morfismo de operadas f  : P R V  P S. Os detalhes adicionais ficam por conta do leitor 
interessado.
2.5 T eoria de hom otop ia  p a ra  op erad as  e álgebras
Nesta últim a seção reunimos brevemente definições e resultados envolvendo teoria de 
homotopia para operadas e álgebras sobre operadas, a fim de iniciarmos nosso estudo 
sobre A^-ações e h-ações a luz de categorias modelo no próximo capítulo. Mais detalhes 
sobre o conteúdo desta seção podem ser encontrados, por exemplo, em |4, 5, 6 |,
Saliantamos que as definições desta seção não necessitam que a categoria de operadas 
V
C
operadas clássicas, que podem ser vistas como operadas como uma só cor.
As próximas três definições nos permitem enunciar uma estrutura modelo na categoria 
de operadas topológieas e obter um critério para determinação explícita de resoluções 
cofibrantes destas.
Nesta seção e no capítulo 3 as notações |C| e ~CC serão denotadas igualmente por C 
para qualquer categoria C.
Definição 2.5.1. Seja V uma categoria modelo monoidal e seja P  e  OpC(V). Dizemos 
que P  é 'S-cofibrante se P  (cn ; c) é cofibrante em V para ca da (cn ; c) e  C.
Definição 2.5.2. Seja V uma categoria modelo monoidal e seja P  e  OpC(V). Dizemos 
que P  é bem pontuada se pa ra cada c e  C a unida de uc : I  V  P  (c; c) é uma cofibração em 
V
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D efin ição  2 .5 .3 . Seja V uma categoria modelo monoidal e seja f  : P  4  Q G OpC(V). 
Dizemos que f  é u,ma S-equivalência fraca se f(Cn;c) : P (cn; c) 4  Q(cn; c) é uma equivalên­
cia fraca em V para ca da (cn ; c) e  C. A s definições de S-fibrações e S-fibrações acíclicas 
em OpC(V) são análogas.
O próximo resultado é im portante pois mune a categoria de operadas topológieas (para
C
formalmente conceitos homotópieos nesta categoria.
T e o re m a  2 .5 .4 . A categoria OpC(top) possui uma estrutura modelo onde as equivalências 
S S
top
mesmo resultado tam bém  vale, por exemplo, para OpC(sSet), □
C
acíclicas em OpC(V) são as S-fibrações acíclicas e que as adjunções livre-esquecimento 
abaixo são adjunções de Quillen,
F  : CollC(top) ^  OpC(top) : U .
F* : CollC(top) ^  OpC(top) : U •.
Referimos o Apêndice C para as adjunções acima.
Qualquer referência a conceitos de categorias modelo em OpC(top) será com respeito a 
estru tura modelo definida no teorema anterior. O próximo resultado é muito im portante 
pois fornece um procedimento explícito para a determinação de resoluções cofibrantes 
de operadas topológieas. Esta é a principal propriedade (e finalidade) da W-construção 
de Boardman e Vogt |8 |, embora eles não usassem linguagem de categorias modelo no 
trabalho referido.
T e o re m a  2 .5 .5 . Seja P  e  OpC(top) tal qu,e P  e S-cofibrante e bem pontuada. Então 
W P  P  W P




fraca e cofibração utilizados lá são com respeito às classes mencionadas. Por isso no caso 
V =  top
modelo. □
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As próximas duas definições são dadas para que munamos, sob certas hipóteses, cate­
gorias de álgebras sobre operadas com uma estrutura modelo e então possamos estudar 
conceitos homotópieos nestas.
D efin ição  2 .5 .6 . Sejam  V uma categoria modelo monoidal, P  e  OpC(V) e f  : A V  
B e  A lg(P). Dizemos que f  é um a S-equivalência fra ca se f c : A(c) V  B(c) é uma 
equivalência fraca em V para ca da c e  C. As definições de S-fi,brações e S-fibrações 
acíclicas em A lg(P ) são análogas.
D efin ição  2 .5 .7 . Sejam V uma categoria modelo monoidal e P  e  OpC(V). Dizemos que 
P  é admímível se a classe de S-equivalências fracas e a classe de S-fibrações definem uma 
estrutura modelo em  A lg(P ), como suas equivalências fracas e fibrações, respectivamente. 
Neste caso, em particular, as fibrações acíclicas em A lg(P ) são as S-fibrações acíclicas e 
a adjunção livre-esquecimento
é uma adjunção de Quillen.
V
monoidal I e I  I possuem estruturas naturais de eomonoides e que a eodiagonal 1 1 :
I £ J I  V  I é um morfismo de eomonoides. As definições que seguem preparam o terreno 
para darmos um critério para uma operada ser admissível,
V V
consiste de um comonoide J junto com morfismos de co monoides i : I I V  J e p  : J  V  I 
tais que pi =  1 1, i é uma cofibração em V  e p é uma equivalência fraca em V.
D efin ição  2 .5 .9 . Um funtor coaumentado em uma categoria C é u,m par (F, g) tal que 
F  : C V  C é um funto r c g  : 1C V  F  é uma transformação nat ural. Se C for uma catego­
ria monoidal simétrica, dizemos também que um funtor coaumentado (F, g) é monoidal 
F
D efin ição  2 .5 .10 . Uma resolução fibrante funtorial em uma categoria modelo M  é um  
funtor coaumentado (F, g) tal que (FA, gA : A V  FA ) é uma resolução fibrante de A para 
todo A e  M .
F p  : VC ^  A lg(P ) : Up
1 1
O próximo resultado fornece condições suficientes para uma operada ser admissível.
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V
unidade monoidal cofibrante e. com uma resolução fibrante funtorial monoidal simétrica. 
V C
Demonstração. Veja Teorema 2,1 em |5 |, □
Este resultado se aplica para importantes categorias tais como a categoria dos conjun­
tos simpliciais, a categoria dos complexos de cadeias e para top (conforme afirmado sem 
verificação em [ ]), Provaremos este resultado para top por ser de nosso interesse e não 
por haver detalhes na literatura,
O resultado abaixo diz que a categoria de álgebras sobre uma operada topológica 
qualquer admite uma estrutura modelo natural, onde equivalêneias fracas e fibrações são
top
Referimos a seção do capítulo 1 sobre categorias modelo cofibrantemente geradas para 
as notações e terminologias utilizadas na demonstração abaixo.
Teorema 2 .5 .12 . Seja P  e  OpC(top). Então P  é admissível.
Demonstração. Desde que S-1 V  D0 é uma cofibração de Quillen geradora, qualquer 
espaço unitário é cofibrante. Desde que qualquer espaço é fibrante, o par (1top, 11top) é 
trivialmente uma resolução fibrante funtorial monoidal simétrica. Desde que a estrutura
top
comonoide e qualquer aplicação contínua entre espaços é necessariamente um morfismo 
de eomonoides.
Considere a fatoração M U I  *} V  [0,1] V  |* }  onde a primeira aplicação é definida 
por *0 V  0, *1 V  1, A segunda aplicação é em particular uma equivalência homotópica 
fraca porque [0,1] é contrátil, A primeira aplicação é uma cofibração de Quillen porque 
ela é isomorfa à cofibração de Quillen geradora S0 V  D 1, e então [0,1] é um comonoide 
top
teorema anterior, □
Uma vez que temos estruturas modelos entre duas categorias de álgebras sobre ope­
radas, é natural investigar o relacionamento homotópico destas categorias, O próximo 
resultado é uma ferramenta poderosa para tal fim e será o principal resultado que usare­
mos para comparar ações topológicas, A^-ações e h-ações,
V
esquerda e com unidade cofibrante. Seja p  : P  V  Q e  OpC(V). Suponha que p  é uma 
E-equivalência fraca e que P  e Q são operadas admissíveis E-cofibrantes e bem pontuadas. 
Então a adjunção extensão-restrição
p\ : Alg (P ) ^  Alg (Q) : p*
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é u,ma equivalência de Quillen.
Demonstração. Veja Teorema 4,1 em |5 |, □
Capítulo 3 
Ações homotópicas
Xeste capítulo nós apresentamos os resultados deste trabalho.
Na primeira seção nós definimos A^-ações seguindo [ ], introduzimos ações homotó­
picas, doravamente chamadas h-ações, como uma extensão natural do conceito de WU- 
espaço de Boardman e Vogt |8| e observamos que as categorias de ações podem ser vistas 
como categorias de álgebras sobre operadas, o que será essencial para o estudo e compa­
ração destes conceitos via teoria de categorias modelo. Nós também justificamos parcial­
mente o porquê de A^-ações e h-ações serem chamadas de ações topológicas a menos de 
homotopia,
Xa segunda seção nós mostramos diversos resultados de comparação que confirmam 
em linguagem formal que A^-ações e h-ações são homotopicamente indistintas de ações 
topológicas. Mais precisamente nós mostramos que as categorias
Alg(Act), Alg(WAct) e A lg(A ct^)
são todas Quillen equivalentes e portanto possuem categorias homotópicas equivalentes. 
Após isso, nós entramos em uma questão mais aprofundada do porquê A^-ações não são 
totalm ente adequadas para substituirem  ações topológicas em teoria de homotopia e o 
principal resultado que mostramos nesta direção é que a operada topológica A ct^  não é
WAct
Act
de Berger e Moerdijk |4, 5 |,
Act
WAct
operadas £ : W Act 4  A c t^ , o que, em particular, implica que toda A ^-ação tem uma 
estru tura natural de h-ação. Ademais a correspondência dada por £ será essencial em 
nossos resultados de comparações de retificações.
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Mostramos também alguns resultados de não existência tais como: não existem mor- 
fismos de operadas entre A ct^  e W Act, Act e A ct^  e entre Act e WAct.
Xa terceira seção nós propomos uma formalização do conceito de retificação de álge- 
bras sobre operadas e aplicamos esse conceito para retificações de h-ações e A^-ações, 
Ainda nesta seção daremos um primeiro exemplo de retificação de h-ações calculando 
explicitamente o funtor extensão
pi : Alg(WAct) V  Alg(Act),
que chamaremos de retificação de Berger-Moerdijk ou retificação B M . Mostraremos que a 
retificação B M  de uma h-ação cofibrante (X, Y) é efetiva no sentido de (X, Y) ser isomorfo 
a pi(X, Y) na categoria homotópica de Alg(WAct),
Xa quarta seção nós construímos outro exemplo de retificação de h-ações, que será 
im portante nos resultados finais deste trabalho. Esta retificação será denotada pelo funtor
$  : Alg(WAct) V  Alg(Act)
BV
ção BV de uma h-ação qualquer (X, Y) é ótima no sentido de (X, Y) ser homotopicamente 
equivalente a $(X , Y) em top x top,
B M  BV
transformação natural 0 : $  V  pi tal que para qualquer h-ação cofibrante (X, Y), $(X , Y) 
e p*(X, Y) são homotopicamente idênticas,
Xa sexta seção descrevemos brevemente a retificação que chamaremos de retificação 
H L S , para compará-la com as retificações já  citadas. Tal retificação é dada em [ ] e 
associa a cada A ^-ação uma ação topológica dada por um espaço de laços agindo em um 
espaço de laços relativos,
Xa sétima seção nós comparamos as três retificações via zig-zags de equivalêneias 
homotópicas fracas,
Xa última seção nós daremos duas extensões parciais para h-ações do teorema de 
reconhecimento de espaços relativos de [ ], dado para A^-ações, Xa primeira usamos a 
B M  
BV
correspondência seja dada por um morfismo A^-equivariante,
Xo que segue nós fixamos algumas notações, convenções, terminologias e resultados 
que serão utilizados ao longo deste capítulo,
(a) Espaço topológicos serão chamados apenas de espaços;
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(b) Trabalharemos sobre a categoria top dos espaços compactamente gerados (no sentido 
de |8|) e assim, por exemplo, produtos de espaços e topologias de espaços de funções serão 
considerados com respeito a essa categoria. Desde que [0,1] é um espaço de Hausdoríf
top
top
grupos de homotopia e homologia por exemplo. Para mais detalhes referimos o apêndice 
de |8 | ou |64|;
(c) Em top consideramos a estrutura monoidal cartesiana (top, x , {*}), onde {*} é um 
espaço unitário üxado;
(d) Lembremos que para qualquer símbolo x  e n  >  1, x n significa x \ , . . .  , x n, enquanto 
que xo signihca uma expressão vazia;
(e) Para cada n  e  N, àn denotará a n-corola, isto é, a (classe de isomorfismo) da árvore
n
ó 0 óx Ó2 Ó3
top
equivalências fracas são as equivalências homotópicas fracas, as übrações são as übrações 
de Serre e as eoübrações (chamadas coübrações de Quillen) são retratos de extensões 
celulares (conforme capítulo 1) das inclusões (de esferas em discos) em {Sn-1 4  Dn; n  e  
N};








dos os espaços são übrantes é trivial, O Exemplo 3,3 de |25| implica que retratos de 
CW-complexos são objetos cohbrantes, □
(h) Desde que ações topológieas estão entre os principais conceitos deste trabalho, nós 
formalizamos a definição abaixo.
Definição 3.0.2. Uma ação topológica consiste de um monoide. topológico agindo à es­
querda de um espaço, isto é, consiste de espaços X e Y juntam ente com um elemento 
e e  X (chamado de unidade) e aplicações contínuas
M  : X x X 4  X , L  : X x Y 4  Y
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chamadas respectivamente de multiplicação e ação, de modo que para quaisquer a, b, c G X 
e y  G Y tenha-se:
(a) (D<~y -- sy
(b) ry -- ry
(c) e.y =  y
(d) (ab)c = a(bc),
(e) (ab).y = : a .(b.y)
onde escrevemos M (a, b) :=  ab e L (a,y) := a.y para quaisquer a, b G X e y G Y. Dúe- 
mos a ação U e associativa no sentido de (e.). Uma ação topológiea é denotada por 
(X, Y, M, e, L) ou, apenas por (X, Y) quando for conveniente. Ações topológicas formam  
uma categoria cujos morfismos são chamados de morfismos equivariantes e. definidos de 
modo natural.
3.1 A^ -açoes 6 h-açoGS
Nesta seção nós definimos A ^ -ações e h-ações, os principais objetos de estudo deste 
trabalho. Uma A ^ -ação consiste de um A ^ -espaço X agindo homotopicamente em um 
espaço Y em um sentido que formalizaremos adiante. Desde que a categoria dos A ^- 
espaços é uma subcategoria plena da categoria das A ^ -ações via identificação X m  (X, *), 
então dizemos que uma A ^ -ação é uma extensão natural do conceito de A ^ -espaço de 
Stasheff |55|,
Uma h-ação por sua vez é uma extensão natural do conceito de W U espaço de Bo- 
ardman e Vogt [ ] no mesmo sentido do relacionamento entre A ^ -espaços e A ^ -ações, 
Veremos que uma h-ação é o correspondente adequado de uma ação topológiea em teoria 
de homotopia,
O que essencialmente distingue A ^ -ações de h-ações é o requerimento de uma multi­
plicação eom unidade estrita no primeiro caso. Parte deste trabalho se destina a comparar 
estes dois conceitos e explicar a luz de categorias modelo porque o primeiro conceito não 
é completamente adequado do ponto de vista homotópieo.
Comecemos com as definições das operadas topológicas associadas aos conceitos desta 
seção, relembrando inclusive a definição da operada associativa As em top, cujas álgebras 
são os monoides topológicos. Em todos os casos abaixo a estrutura de operada é trivial.
Definição 3.1.1. As operadas topológicas As e As são definidas como .segue:
(a) As(n) :=  {*} para ca da n  G N;
(b) As é definida como As exceto por As(0) := 0.
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Considere um conjunto com duas cores {c, o}. As operadas topológicas {c, o}-coloridas 
Act e Act são definidas como segue.
(c) Para quaisquer n ,m  e  N definimos Act(n; c) := {*}, Act(m, o; o) :=  {*} e para 
todas as demais uplas de cores a componente de Act e o conjunto vazio, onde n e m 
denotam o número de cores iguais a c, por exemplo, Act(0; c) =  Act(; c) e Act(2, o; o) =  
Act(c, c, o; o).
(d) Act é definida como Act exceto por Act(; c) :=  0.
Desde que estudaremos ações topológicas do ponto de vista de teoria de homotopia de 
álgebras sobre operadas, formalizamos o seguinte resultado.
Proposição 3.1.2. A categoria das ações topológicas é isomorfa à Alg(Act).
Demonstração. A unidade, a multiplicação e a ação de uma ação topológiea determinam
Act
por inspeção direta, □
A fim de definirmos A^-ações e h-ações precisamos lançar mão da W-construção de 
Boardman e Vogt |8| e, portanto, da linguagem de árvores. Os detalhes destes dois 
conceitos podem ser encontrados nos apêndices B e C,
No momento lembremos apenas que em nosso trabalho uma árvore significa um grafo 
(simples), aeíelieo, conexo, planar, eom ao menos dois vértices e equipado eom um vértice 
de grau 1 chamado de raiz e um conjunto de vértices de grau 1, sem a raiz, chamados de 
folhas, A aresta incidente à raiz é chamada de tronco e uma aresta incidente a uma folha 
é chamada de um galho. Uma aresta que não é o tronco nem um galho é chamada de 
interna e um vértice que não é a raiz nem uma folha é chamado de interno. Um fruto é 
um vértice interno de grau 1,
Para cada n e  N, 7n denota o conjunto de classes de isomorfismo de árvores com n 
folhas.
Para cada conjunto de cores C, a W-construção consiste de um endofuntor W : 
OpC(top) V  OpC(top) junto com uma transformação natural Y : W V  1 que sob cer­
tas hipóteses determina uma resolução eofibrante para operadas topológicas, conforme 
capítulo 2 e apêndice C,
No que segue, se t é uma árvore então |t | denota o seu número de arestas internas,
A W-construção da operada As é simplificada desde que não há necessidade de re­
ferência a cores e desde que para cada vértice interno de uma árvore temos apenas um 
ponto e, em particular, todo vértice de grau 2 é necessariamente decorado com a unidade 
As n e  N
Wra :=  (WAs)(n) =  j H  [0,1]|T 1 
\T eTn
onde a relação de equivalência =  é gerada pelas identificações abaixo, cujas descrições 
mais formais podem ser encontradas no apêndice C,
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e
e
(b) uma árvore métrica com um vértice v de grau 2  incidente a arestas de comprimento 
t e  s é identificada com a árvore métrica obtida descartando-se v e dando comprimento 
m a x{t, s} á nova aresta.
m ax
Um elemento [r, t 1 , . . . ,  t\T|] e  Wn será denotado apenas por t  sempre que conveniente,
W
são induzidas das composições de árvores métricas,
A W-construção da operada As é ainda mais simples, desde que todas as árvores com 
ao menos um fruto são descartadas. Neste caso, para cada n  o conjunto Tn é finito e então 
W As(n) é um CW-complexo finito.
Para cada n  >  1 seja K n :=  (W As)(n) e seja K 0 :=  {6 0}. Para quaisquer n , m  >  1 e 
1 <  i <  n  definimos as composições
◦i : Kn x K m 4 Kn+m-1
como em WAs, Par a m  =  0 definimos as composições
Oi : Kn X Ko —4 Kn- 1 
(t ,6o) 4  t  o0 6o.
Onde o sobrescrito 0 significa que damos comprimento 0 caso uma aresta interna seja 
criada no enxerto de árvores, conforme apêndice B, Na prática as composições do segundo
W
o =
Por inspeção direta essas composições definem uma operada topológica denotada por 
A s^, Para mais detalhes detalhes referimos [ ]. Usaremos o mesmo símbolo o para 
composições em A s^ e em WAs,
Observação 3.1.3. Stasheff introduziu A^-espaços (cf. [ ]) a partir de análises de 
construções envolvendo grupos topológicos (cf. f f2f) e. monoides topológicos (cf. /13/),
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que. entre outras eoisas implieam qu,e espaços razoáveis são fracamente, homotopieamente 
equivalentes a espaços de laços, e. isso te.m consequências diversas. Pode-se. pensar que. 
A^-espaços são monoides topológicos em teoria de homotopia. Em linguagem atual, A ^ - 
espaços são álgebras sobre A s^ (cf. [ ]).
Intuitivamente A^-espaços não são os melhores representantes de monoides topológi- 
eos do ponto de. vista homotópieo devido à exigência de. uma multiplicação com unidade, 
estrita. Boardman e Vogt propuseram os WU-espaços (cf. [ ]), que, entre outras coisas, 
contornam a e.xigêngia de. unidades estritas e. oferecem uma nova maneira de. parametrizar 
homotopias via linguagem de árvores. Em linguagem atual um  WU-espaço é uma álgebra 
■sobre WAs.
Estamos em condições de definir A ^ -ações
D efin ição  3 .1 .4 . Uma A ^-ação  consiste de espaços X e Y equipados com aplicações 
contínuas
y  : ^  x Xn ^  X
raGN
e.
v : ^  K m+1 x Xm x Y ^  Y,
chamadas de. aplicações de. estrutura, .satisfazendo a.s condições abaixo para quaisquer ele- 
me.ntos de. seus domínios e.m que. as expressões façam .sentido:
(a) a (^ i,x )  =  x  e v(£i,y) =  y;
(b) a  (r  o (t„) , xkx, . . . , x|n ) =  a  ( a  a  ( t i , x h ) , . . . , a  K , xL  ))i
(c) v ( t  ◦ ^  Ç^ ^ , . . .  , xmm, xp  y) =
=  v (T,a (Ti ̂ l ^ . .. , a (Tm,x mm),v  (ç,x p,y )) .
Uma A ^-ação  é denotada por (X, Y ,a ,v ) ou apenas por (X, Y) quando as aplicações 
de. estrutura estiverem subentendidas.
Definimos agora uma estrutura de categoria para A ^ -ações.
D efin ição  3 .1.5. Sejam U =  (X, Y ,a ,v ) e V  =  (X;, Y/, a /,v /) A^-ações. Um morfismo 
de A^-ações  (f , g) : U ^  V consiste de aplicações contínuas f  : X ^  X/ e g : Y ^  Y/ 
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L L g , Km+i * X" x Y --------v > Y
iGNlx / nxg
0 « «Km+i x X'" x Y' --------  > Y'.
A operada topológica {c, o}-colorida A c t^  é construída a partir de W Act do mesmo 
modo que A s^, pondo A ct^(; c) := {é0}, O seguinte resultado nos permite estudar 
A ^-ações via teoria de categorias modelo.
P ro p o s iç ã o  3 .1.6. A categoria das A ^-ações é isomorfa a A lg(A ct^).
Demonstração. Veja |26|, □
Uma verificação detalhada da proposição acima é rotineira porém laboriosa. Uma das 
coisas a ser verificada é que A ct^(n ; c) =  K n e A ct^(m , o, o) =  Km+1 para quaisquer 
n, m  G N, É necessário verificar, por exemplo, que uma (n; c)-árvore com ao menos uma 
o
tais árvores não acrescentam coisa alguma a W Act(n; c).
No que segue justificamos porque uma A ^-ação é dita ter uma unidade estrita.
O b se rv ação  3 .1 .7 . Seja (X, Y ,h ,v ) uma A ^-ação  e definamos eX :=  h(^o) G X. Desde 
que K 2 =  {^2 }, entã 0 y  e v induzem aplicações M  :X  x X ^  X e  L :X  x Y ^  Y de 
modo óbvio. Sejam  x G X e y G Y. Segue então que
M (x, eX) =  ^(h2, x), ^(h0)) =  ^(h2 ◦ (h1, h0), x) =  ^ (ã1, x) =  x.
Do mesmo modo se mostra qu,e M (eX,x) =  x e L(eX,y) =  y. E  possível mostrar qu,e 
M L
3.0.2) a menos de homotopia e então uma A ^-ação  pode ser pensada como uma ação 
topológica a menos de homotopia (com unidade estrita). Daremos uma justificativa mais 
detalhada disso no caso de h-ações.
Mais detalhes sobre A^-ações podem ser encontrados em [26, 48],
Definimos agora h-ações, A definição é similar a definição de A^-ações, porém note que 
as composições de A s^ e WAs são incompatíveis no sentido que as inclusões K n ^  W n 
não definem um morfismo de operadas devido as composições que excluem galhos em 
A s^, Mostraremos na próxima seção que h-ações são ma is adequadas que A^-ações para 
representarem ações topológicas em teoria de homotopia,
X Y
tínua-s
h : H  W " x X" ^  X
"GN
e.
v ] J  Wm+l x Xm x Y ^  Y,
mGN
chamadas de aplicações de estrutura, satisfazendo a.s condições abaixo para quaisquer ele­
mentos de seus domínios e.m que a.s expressões façam sentido:
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(a) y (6 b x) =  x  e v (6 1 , y) =  y;
(b) y (T ◦ ^  xki, . . . , x l^ ) =  y (T, ^ . . .  , ^ ))'’
(c) v (t  ◦ ^  Ç), x 1i , . . .  , xmm, xp  y) =
=  v (T,y ( T 1 y ^ .  .. , y (Tm,xrm ) ,v  (ç, x P,y )) .
Uma h-ação é denotada por (X, Y , y ,  v ) ou apenas por (X, Y) quando a.s aplicações de 
estrutura estiverem subentendidas.
Ações homotópicas possuem uma estrutura natural de categoria, similar à de A ^- 
ações, O próximo resultado nos perm itirá estudar h-ações via categorias modelo e compará- 
las com A^-ações e ações topológieas.
P ro p o s iç ã o  3 .1 .9 . A categoria das h-ações é isomorfa a Alg(WAct).
Demonstração. A demonstração é totalm ente similar ao correspondente resultado para 
A^-ações. Por exemplo, mostra-se que
W Act(n; c) =  Wn e W Act(m, o; o) =  Wm+ 1
para quaisquer n ,m  e  N. □
Segue exemplos e construções envolvendo h-ações.
E x em p lo  3 .1 .10 . Ações topológieas possuem estruturas naturais de h-ações conforme 0 
funtor restrição p* : Alg(Act) 4  Alg(WAct) definido adiante.
E x em p lo  3 .1 .11. A ^-açôes também possuem estruturas naturais de h-ações conforme 0 
funtor restrição : A lg(A ct^) 4  Alg(WAct) definido adiante.
E x em p lo  3 .1 .12 . Toda h-ação (X, Y , y , v ) define outra h-ação dada por (X, C Y , y , v ' ) ,  
onde C denota 0 endofuntor cone (não reduzido) em top e v' ê definida de modo natural 
(veja a seção sobre a retificação H L S J. Esta correspondência define um endofuntor
c : Alg(WAct) 4  Alg(WAct)
(í , g) 4  (f , C 9) .
E x em p lo  3 .1 .13 . Sejam  A e B espaços com um ponto base comum b e  B e  tais qu,e 
B Ç A  Lembremos que 0 espaço de laços (de Poincaré) de A =  (A, b) e 0 espaço de laços 
(A , B) =  (A , B , b)
Q(A) :=  {y e  a[0>1]; y (0) =  b =  y (1)}
e
Q(A, B) :=  {y e  A [0,1]; y (0) =  b e y (1) e  B}.
E  possível 'mostrar que (H(A), Q(A, B)) tem uma estrutura natural de h-ação induzida 
da concatenação de laços e caminhos.
(H(A), Q(A, B)) é 0 exemplo protótipo de uma h-ação.
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E x em p lo  3.1 .14. Segue diretamente das definições que toda h-ação (X, Y, p ,v ) projeta 
o Wtt-espaço  (X ,p)- Esta correspondência define um funtor
Por outro lado, todo Wld-espaço (X, p) define ao menos duas h-ações: (X, {*},p,v*), 
onde v* é a aplicação óbuia, e (X, X, p,h')> onde h' é a restrição óbuia de p. Estas 
correspondências definem funtores
Pode-se uerificar que p  e i definem a adjunção p  H i, onde a unidade e a counidade 
são definidas naturalmente. Ademais essa adjunção é u:ma adjunção de Quillen.
Segue dos exemplos 3.1.11 e 3.1.14 que todo A^-espaço tem uma estrutura natural de 
Wü-espaço,
E x em p lo  3 .1 .15. Em [ ], Slifker constrói uma estrutura não trivial de A^-espaço so­
bre a esfera S3. Portanto existe uma estrutura não trivial de h-ação (S3,S 3), pois esse 
par também é uma h-ação com respeito à estrutura de grupo topológico em  S3 dada pela 
multiplicação de quatérnios.
E x em p lo  3 .1 .16. A esfera S7 não admite uma multiplicação associativa a menos de 
homotopia (cf. [ ], Teorema l . j ) ,  isto é, não existe uma aplicação contínua m  : S7 x S 7 ^  
S7 tal que m (m  x 1) seja homotópica a m (l x m). Segue então da observação abaixo que 
não existem h-ações do tipo (S7, Y). Mais geralmente, se p G {0,1, 3, 7} então não existem  
h-ações do tipo (Sp, Y), pois pelo teorema de Adams (cf. [ ]), Sp não admite estrutura
(X, Y)
X , que então poderia ser retificada em uma unidade estrita (cf. [ , ]) já  que S  é um
CW -complexo.
Finalizamos esta seção justificando porque h-ações são ações topológieas a menos de 
homotopia, conforme a terminologia sugere.
Seja (X, Y, h, v) uma h-ação. Considere as aplicações M  : X x X ^  X e  L : X x Y ^  Y 
definidas, respectivamente, por M (a, b) :=  h(^2, a, b) e L(a, y) :=  v(b2, a, y) para quaisquer 
a ,b  G X e y G Y . Definamos também eX := h(^o) G X. Para cada t G [0,1] considere a
árvore métrica
p  : Alg(WAct) ^  Alg(WAs)
(f ,g ) ^  f.
i : Alg(WAs) ^  Alg(WAct)
f  ^  (f, 1)
e
d : Alg(WAs) ^  Alg(WAct)
f  ^  ( f , f ).
Esta árvore define uma homotopia
H  : [0,1] x X ^  X
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(t,a ) p( n , a )
conectando
^(S\,  a) =  a (para t  =  0 )
a
^ ( 8 2 ◦  (8 0, í i) ,  a) =  ^ ( 8 2, p( 80), p ( 81, a)) =  M ( e X, a) (para t =  1 ).
Do mesmo modo existem homotopias conectando a a M (a ,eX) e y a L(eX,y).  Por isso 
eX é dita ser a unidade homotópica da h-ação (X, Y),
Considere agora as árvores métricas
Pt :=  82  oi * 82  : I e çs :=  8 2  o2 8 2  :
Estas árvores definem homotopias
H ' : [0,1] x X x X x Y ^  Y 
(t , x , y) ^  v (Pt , a ,b , y )
e
H " : [0,1] x X x X x Y ^  Y
(s , a , b , y ) ^  v (ç*, a ,b , y)
conectando
v (82  o (8 2 , 8 1 )) =  v (8 2 , p (8 2 , a ,b) , v (8 1 , y)) =  L (M (a,b) , y ) (para t =  0)
a
v (8 3 , a, b, y ) (para t = 1 )
e
v (8 3, a, b, y ) (para s =  0 )
v (8 2  o (8 1 , 8 2 )) =  v (82, p ( 8i, a ) , v (82, b, y)) =  L(a, L(b, y)) (para s =  1),
e então existe uma homotopia conectando (ab).y a a.(b.y), conforme a notação da definição
3,0,2, Anologamente existe uma homotopia conectando (ab)c a a(bc) para quaisquer 
a,b,c  G X,
Em geral é possível m ostrar (usando árvores binárias e suas decomposições em 2- 
eorolas) que ^  e v  induzem homotopias conectando quaisquer dois modos de iterar M  ou 
M L
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3.2 Ações v ia  ca tegorias m odelo
Nesta seção nós estudamos as operadas topológieas Act, A ct^  e W Act do ponto de 
vista de categorias modelo, bem como suas categorias de álgebras,
A^-ações e h-ações foram criadas propositalmente para substituirem  ações topológieas 
em teoria de homotopia, por isso ocasionalmente são chamadas de ações topológieas a 
menos de homotopia e na primeira seção do presente capítulo justiüeamos brevemente 
esse argumento, A hm de estudarmos e compararmos estes três tipos de ações mediante 
uma linguagem formal e precisa, utilizaremos a teoria de categorias modelo, pois esta 
formaliza o conceito de homotopia em categorias e fornece ferramentas precisas para 
compará-las.
Já  vimos que as categorias das ações topológieas, A^-ações e h-ações podem ser con­
sideradas, respectivamente, como as categorias
Alg(Act), A lg(A ct^) e Alg(WAct),
assim nós definiremos estruturas modelo naturais nessas categorias e então mostraremos 
que essas categorias são todas Quillen equivalentes e portanto possuem categorias homo- 
tópieas equivalentes. Isso formaliza, por exemplo, a ahrmação que A^-ações e h-ações 
são ações topológieas a menos de homotopia.
Mostraremos também que toda A ^-ação tem  uma estrutura natural de h-ação. Em­
bora esse fato seja intuitivo, ele não é imediato. Esse resultado será amplamente usa nos 
resultados de comparação de retificações nas próximas seções.
Comecemos munindo nossas categorias de álgebras com estruturas modelo.
P ro p o s iç ã o  3 .2 .1 . As categorias Alg(Act), A lg(A ct^) e Alg(WAct) possuem uma es­
trutura modelo tal qu,e um morfismo ( fc, f o) é uma equivalência fraca (respectivamente 
fibração) se, e somente se f c e f o são equivalências homotópicas fracas (respectivamente 
fibrações de Serre). Em particular, todos os objetos são fibrantes nestas categorias.
Demonstração. Este é um corolário do teorema 2,5,12, □
No que segue preparamos o terreno para compararmos os conceitos de ação conside­
rados neste trabalho.
Notemos que para cada (cn ; c) G {c, o} nós temos duas possibilidades:
Act(cn; c) =  {*}
ou
Act(cn; c) =  A ct^(cn; c) =  W Act(cn ; c) =  0, 
e por isso existem únicas aplicações
f  : A ct^  ^  Act
e
p  : W Act ^  Act 
que são trivialmente morhsmos de operadas.
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Em particular, notemos que o funtor restrição j *  : Alg(Act) ^  A lg(A ct^) (respecti­
vamente p* : Alg(Act) ^  Alg(W Act)) equipa naturalm ente uma ação topológica (X, Y) 
com uma estrutura de A ^-ação (respectivamente h-ação). Por inspeção direta, as aplica-
(X , Y) X
(X , Y)
Apesar dos morfismos p e j  serem muito simples, eles implicam importantes resulta­
dos, como já  mostra o seguinte teorema, que confirma em linguagem formal de categorias 
modelo que as categorias Alg(Act), A lg(A ct^) e Alg(WAct) são homotopicamente indis­
tintas.
T e o re m a  3 .2 .2 . As adjunções extensão-restrição
: A lg(A ct^) ^  Alg(Act) : j *
e.
pi : Alg(WAct) ^  Alg(Act) : p*
são equivalências de Quille.n.
Demonstração. Verifiquemos as hipóteses do teorema 2,5,13 e notemos que parte delas 
seguem do teorema 3,0,1, Seja n  G N.
Desde que W n e K n são CW-complexos (pois são obtidos por colagens bem comporta­
das de hipercubos ao longo de suas fronteiras), segue que as operadas Act, W Act e A ct^  
são todas E-cofibrantes,
Desde que W n e K n são espaços contráteis (a n-corola é um retrato por deformação 
forte de ambos e a homotopia é dada por multiplicação dos comprimentos das arestas 
internas de cada árvore métrica), segue que p  e j  são E-equivalências fracas.
As induções de unidades em Act e A ct^  são identidades, e em particular cofibrações
WAct CW
81 CW
são complexos celulares relativos no sentido de categorias modelo cofibrantemente geradas
Act
W Act e A ct^  são todas bem pontuadas, □
C o ro lá rio  3 .2 .3 . As categorias homotópicas
H oAlg(Act^), HoAlg(Act) e HoAlg(WAct)
são categorias equivalentes.
Demonstração. Lembremos que qualquer equivalência de Quillen induz uma equivalência 
de categorias entre as categorias homotópicas via construção de funtores derivados totais, 
portanto HoAlg(Act^) e HoAlg(Act) são categorias equivalentes bem como HoAlg(WAct) 
e HoAlg(Act), e então segue que HoAlg(Act^) e HoAlg(WAct) tam bém  são categorias 
equivalentes, □
Embora o fato de HoAlg(Act^) e HoAlg(WAct) serem categorias equivalentes já  seja 
uma boa comparação entre A^-ações e h-ações, nós queremos melhorá-la, pois a intuição 
sugere que as categorias A lg(A ct^) e Alg(WAct) são Quillen equivalentes, e é isso que 
mostraremos adiante.
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Lembremos que se duas categorias modelo têm categorias homotópicas equivalentes 
isto não implica necessariamente que elas sejam Quillen equivalentes. Veja por exemplo
114] ■
WAct
seneial nos próximos resultados,
W Act Act
Demonstração. Isso segue do teorema 2,5,5, desde que Act é trivialmente S-cofibrante e 
bem pontuada, □
L em a  3.2.5. Seja f  : P  ^  Act G Op{C;0}(top). Então f  é uma fibração.
Demonstração. Seja (cn ; c) G {c, o}. Se Act(cn; c) =  0 então f(Cn;c) =  1 0 . Se Act(cn; c) =  
{*} então f(Cn;c) : P (cn; c) ^  * é uma fibração de Serre, Assim f  é uma S-fibração e 
portanto uma fibração, □
P ro p o s iç ã o  3 .2 .6 . Seja f  : P  ^  Act G Op{c o}(top) uma equivalência fraca. Então 
existe um morfismo de operadas g : W Act ^  P  tal qu,e fg  =  p.
W Act f
rior, segue que p  admite um levantamento ao longo de f .
Gr
V
-g  Act .WAct
C o ro lá rio  3 .2 .7 . Existe um morfismo de operadas f  : W Act ^  Act™ tal qu,e f f  =  p. 
Demonstração. De fato, já  verificamos que f  é uma equivalência fraca,
Act™
□
WAct -G Act .
C o ro lá rio  3 .2 .8 . Toda A ^-ação  tem uma estrutura natural de h-ação. 
Demonstração. Considere o funtor restrição f* : Alg(Act™) ^  Alg(WAct), 
C o ro lá rio  3 .2 .9 . A adjunção extensão-restrição
fi : Alg(WAct) ^  Alg(Act™) : f*
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Demonstração. Já  vimos que W Act e AcM  são S-eofibrantes e bem pontuadas. Segue 
de =  p  e da propriedade 2-de-3 que £ é uma equivalência fraca e portanto uma S- 
equivalêneia fraca, O resultado segue do teorema 2,5,13, □
C o ro lá rio  3 .2 .10 . A operada topológica W Act é uma resolução cofibrante de A ct^ .
Demonstração. De fato, W Act é eofibrante e £ : W Act ^  A ct^  é uma equivalência fraca 
pela demonstração anterior, □
Notemos que qualquer morfismo de operadas entre W Act e A ct^  M o ra  p  ao longo 
e portanto é necessariamente uma equivalência fraca, No final do Apêndice C nós damos 
uma construção explícita de um morfismo entre W Act e A c t^ , devido sua importância 
em nossos resultados de comparação de retificações,
W Act Act
Act
P ro p o s iç ã o  3 .2 .11. Não existe um morfismo de operadas entre Act e A ct^ . Em par-
Act
Act WAct
Demonstração. Suponhamos por absurdo que existe f  : Act ^  A ct^  G Op{c o}(top) e 
notemos que em particular f(n;c)(*) =  par a n  G {0,1, 2}, Ademais suponhamos que 
f(3 ;c}(*) =  T G K 3. Segue que
T =
=  f (3;c) (*) =
=  f (3;c)(* O (*, ^  *)) =
=  f (3;c)W O U ^ c ) ^  ^ c ) ^  f (0;c)(*)) 
=  T O ( ^ A A )
Desde que
K 3 =  { 2̂ O1 ^2, ^3, 2̂ O2 ^2) ^  s G]0, 1]} =
; ^  s g]0, 1] J,
segue por inspeção direta que a igualdade t =  t o (ê2, êi, ê0) é um absurdo para qualquer 
t G K 3.
Agora, se Act fosse cofibrante, então existiria um levantamento da identidade de Act 
ao longo da fibração aeíeliea
Act
Act G Act1
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Finalmente, se existisse um morfismo entre Act e W Act, então existiria um morfismo 
entre Act e Actro por composição com £ : W Act ^  Actro, □
Act WAct
e Actro via categorias modelo e com isso justificaremos porque A^-ações não são to tal­
mente adequadas para o estudo de ações topológicas em teoria de homotopia.
P ro p o s iç ã o  3 .2 .12. Não existe um morfismo de operadas entre Actro e WAct.
Demonstração. Suponhamos por absurdo que existe f  : Actro ^  W Act G Op{co}(top),
Seja u a árvore trivial e lembremos que u =  ãi tanto em K  quanto em W i. Então em 
particular
u =  f (1;c) (u) =  f (1;c) (ã2 o1 ã0) =  f (2 ;c) (ã2) o1 f (0;c) (ão),
o que é um absurdo, pois, f(0 ;c)(ã0) G W0 tem  ao menos um fruto e portanto f(2 ;c)(ã2) o1 
f(0;c)(ã0) também tem ao menos um fruto. □
Seja P  uma operada admissível em uma categoria modelo monoidal V e suponha que 
P  é uma resolução cofibrante admissível de P . Berger e Moerdijk [4] sugerem que o 
conceito adequado de uma P-álgebra a menos de homotopia seja uma P-álgebra, pois a 
cofibrância de P  implica levantamentos de morfismos ao longo de fibrações acíclicas e isso 
tem  consequências diversas.
Finalizalizamos esta seção mostrando, a luz da observação acima, que uma A^-ação 
não é o conceito adequado de uma ação topológica a menos de homotopia. Embora 
fi : Actro ^  Act seja uma equivalência fraca, mostraremos que Actro não é cofibrante.
P ro p o s iç ã o  3.2 .13. A operada topológica Actro não é cofibrante. Em particular Actro
Act
Demonstração. Suponhamos por absurdo que Actro é cofibrante. Desde que p  : W Act ^  
Act é uma fibração acíclica, então fi : A ctro ^  Act pode ser levantado ao longo d e p a  um 
morfismo de operadas Z : Actro ^  W Act, mas isso é um absurdo pelo corolário anterior.
W Act
A ct^  --------;------ > Act .w
□
O corolário a seguir é apenas a efeito de curiosidade.
C o ro lá rio  3 .2 .14. Não existe uma cofibração entre W Act e Actoo.
Demonstração. Se existise uma tal cofibração então Actoo seria cofibrante. □
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3.3 A retificação  de B erger-M oerd ijk
Para que os conceitos e os resultos desta seção e das próximas sejam bem postos nós 
formalizaremos no que segue o conceito de retificação de álgebras a menos de homotopia, 
Berger e Moerdijk |4| sugerem, mesmo que não nesses termos, que uma retificação de uma 
de homotopia A deva ser uma P-álgebra A' de modo que ^ A '  Sejam 
fracamente equivalentes em certo sentido, Xo que segue, lembremos que toda operada 
topológiea é admissível.
D efin ição  3 .3 .1 . Seja P  G OpC(top) e seja (Q , y  : Q ^  P ) uma resolução cofibrante de 
P . Um fu n to r  retificação de Q -álgebras com respeito a y  é qualquer fu n to r  F  : Alg(Q) ^  
A lg(P ). Seja  A G Alg(Q). Dizemos que
(a) F A é uma retificação efetiva de A se existe uma equivalência fraca f  : A ^  y * F A 
em  Alg(Q);
F A A f  :
A ^  F A  em  topC;
(c) F A  é um a retificação ótim a de A  se existe uma equivalência homotópica f  : A ^  
F A topC
Segue da definição que retificações efetivas e ótimas são retificações boas, Xós permi­
timos uma exeessão na definição acima: o funtor
H L S  : A lg(A ct^) ^  Alg(Act)
definido na sexta seção será considerado um funtor retificação de A^-ações com respeito a 
(Actro,j ), mesmo que esse par não seja uma resolução cofibrante de Act, conforme seção 
anterior. Nesse caso, H L S  fornece exemplos de de retificações boas (sobre A^-ações 
grouplike) que não são necessariamente efetivas ou ótimas.
Nesta seção daremos exemplos de retificações efetivas e no próximo de retificações 
ótimas de h-ações.
De acordo com a definição anterior, o funtor extensão p i : Alg(W Act) ^  Alg(Act) 
é um funtor retificação de h-ações com respeito a p  : W Act ^  Act, Nesta seção nós 
daremos uma descrição explícita do funtor extensão p i, isto é, para cada h-ação (X, Y) 
nós construiremos funtorialmente uma ação topológiea p i(X, Y) e mostraremos que p i é 
de fato adjunto à esquerda do funtor restrição p*. Diremos que p i(X, Y) é a retificação de 
Berger-Moerdijk ou a retificação B M  de (X, Y), Embora a adjunção extensão-restrição 
induzida de um morfismo de operadas seja bem conhecida na literatura, as principais 
propriedades desta adjunção no contexto de categorias modelo foram estabelecidas por 
Berger e Moerdijk em |4| e |5 |, e com isso justificamos o nome dado à retificação em 
questão,
p !
propriedades da adjunção de Quillen associada, Xós temos dois motivos para eáleulá-lo: o 
primeiro é mero interesse em ver como ele retifica uma h-ação em uma ação topológiea e o 
segundo é a necessidade de tal descrição explícita para compará-lo com o funtor retificação 
de Boardman-Vogt,
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Embora exista um procedimento geral para o cômputo de funtores extensão (ef,
15, 18|), na prática pode ser difícil obtê-los explicitamente pois é necessário computar 
eoequalizadores em categorias de álgebras sobre operadas.
Para os nossos objetivos não é necessário tentar obter ^t(X, Y) como um coequalizador 
em Alg(Act), embora no final se possa concluir isso. Trabalharemos com eoequalizadores 
em top e construiremos todas as aplicações necessárias explicitamente.
Veremos que <£i(X, Y) é um quociente da ação topológica livre
gerada por (X, Y) e que as concatenações são preservadas em classes de equivalência,
A estrutura básica desta seção é a seguinte, construiremos o funtor ^i, mostraremos 
que ele é adjunto á esquerda de e então investigaremos a relação entre uma h-ação e 
sua retificação B M . O principal resultado desta seção diz que se (X, Y) é uma h-ação 
cofibrante, então a unidade da adjunção H
em (X, Y) é uma equivalência fraca em Alg(WAct) e portanto a retificação B M  de h-ações 
cofibrantes ó efetiva.
Construiremos no segue o funtor extensão tp\ : Alg(WAct) ^  Alg(Act).
(X , Y)
^  e v caso não haja menção explícita e (A, B) sempre denotará uma ação topológica 
com unidade e. As iterações da multiplicação e as iterações da multiplicação com a ação 
serão denotadas apenas por justaposição, A multiplicação de 0 elementos ó a unidade por 
convenção.
Por simplicidade usaremos o mesmo símbolo [ ] para classes de equivalências, até 
quando trabalharm os com mais de um espaço quociente ao mesmo tempo.
Finalmente, f  (xn) signifi ca f  (x1) , . . . ,  f  (xn) par a n >  1 e significa uma expressão vazia 
para n =  0, para quaisquer símbolos f  e x.
Começamos definindo a segunda componente de ^ (X , Y),
D efin ição  3 .3.2. Seja (X, Y) G Alg(WAct) e definamos
n(x,Y) : (X, Y) ^  A V i(X, Y)
(X, Y )i := Wm x Xm Wp+1 x Xp x Y
e
(X, Y)2 =  H X n x Y.
Seja
W :=  ((T1,x mi) , . . . , (Tn ,x mn), (ç ,x p, y )) G (X, Y)
e definamos
« y ,£ y : (X ,Y )i ^  (X,Y)2
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por:
« y (w ) :=  (Xmi, . . . , x k
e
(w) := (^ (Ti,xmi) ’ . . . ’^ (rn ,X k ),V(Ç’XP, y)) .
O coequalizador de a y e @y em top e denotado por Y . A projeção sobre Y  é denotada 
por ny  e nós escreve mos ny (xn , y) :=  [xn , y] para qualquer (xn , y) G (X, Y )2.
fly________________________ _
(X ,Y )i (X, Y)2 --------------ny----- ► Y .
^y
Agora começamos a definir pi nos morfismos.
P ro p o s iç ã o  3 .3 .3 . Seja ( / , g) : (X, Y) ^  (X', Y') G Alg(WAct). Então existe uma 
aplicação contínua
g : Y ^  Y'
tal qu,e
g[xn , y] = [/ (xn) ,g (y)]
para qualquer (xn , y) G (X, Y)2.
Demonstração. Definamos
g : (X, Y)2 ^  Y'
por
g (xn , y) :=  [/(x n) ,g (y)]-
para qualquer (xn , y) G (X, Y )2, Mostraremos que g eoequaliza a y e ^ y e por isso existe 
uma única aplicação que fatora g ao longo de ny . De fato, seja
w :=  ((r l ,x ml) , . . . , (ç ,xP,y)) G (X, Y )i.
Então: 
gay  (w) =
=  T(xm i, . . . , , ^  y) =
= [/ (<  ) , . . . , f  (xmn) , f  (xp) ,g (y)] =
=  [p /(Ti, f  (xmi) ) , . . . , ^ ' K , f  O Ç J ^  ^  f  (xp), g (y))] =
=  [/ ^ (Ti ,x mi) , . . . , f ^ (rn ,x mn) ,gv (ç ,xp, y)] =
=  g (^ (Tl ,x ml) , . . .  , M r« ,x m J , v (ç ,x p, y)) =
=  g/3y(w). □
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Observação 3.3.4. Seja (X, Y) G Alg(WAct). Considere a aplicação
Sy  : (X, Y)2 ^  (X, Y)i
definida por
s y (xn ,y) :=  ( ( ^ i ,x i) , . . . ,  (5i ,Xn), (5i , y ) ) ,
para qualquer (xn ,y) G (X, Y )2. Desde qu,e p(ôi ,x )  =  x  e v(5i ,y)  =  y para quaisquer 
x  G X e  y  G Y , é imediato qu,e a Y sy  =  fiY sy  e entã o (Y ,n Y ) é um coequalizador reflexivo 
top
No que segue definimos a primeira componente de pi(X, Y),
Definição 3.3.5. Seja (X, Y) G Alg(WAct) e definamos
m(X, Y) 3 := n ( H  Wm X Xm )
n€N \m€N /
x  x {*}





W :=  ((Ti,x m, ) , . . . ,  (Tn,x mn  ), *) G (X  Y )s
®x, fix : (X, Y ) 3 ^  (X, Y )4
a X(w) :=  (xlmL , . . . , x 'mn , *) 
fix (w) :=  ) , . . . , v (Tn, x m„ ), *) .
O coequalizador de a x e fix em top é denotado por X. A projeção sobre 'X é denotada 
por nx e nós escreve mos nx (xn , *) := [xn , *] para qualquer (xn , *) G (X, Y )4.
flv________________________ _
(X, Y ) 3 l (X, Y)4 --------  ► X .
I3x
A prova do seguinte resultado é similar à prova da proposição anterior e à justificativa 
da observação anterior.
Proposição 3.3.6. Seja ( f , g)  : (X, Y) ^  (X', Y ') G Alg(W Act). Com respeito a cons­
trução de 'X nós temos o seguinte:
(a) Existe u,ma aplicação contínua
f  : X ^  X'
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tal que
/ í xn, *] :=  [ / (xn), *]
para qualquer (xn , *) G (X, Y ) 4 ;
(b) A aplicação
sx :(X , Y )4  — (X, Y ) 3
definida por
sx(xn,y) :=  ((^1 ,Xi), . . .  , (£i,x„), *),
para qualquer (xn , *) G (X, Y ) 4 , é uma .seção com um de a x e ^ x e entã o (X , nx ) é um  
coequalizador reflexivo em top.
O seguinte lema é útil para mostrarmos que a multiplicação e a ação (dadas por eon- 
catenação) da ação topológica livre gerada por (X, Y) pode ser transferida para <£i(X, Y). 
Para o conceito de coequalizador reflexivo referimos o apêndice A.
L em a  3.3.7. Para cada i G {1, 2 }  seja /^gç : A — B G top e suponha que (C j,hj) é um  
coequalizador reflexivo de fl e ĝ . Entã o (C 1 x C2, h 1 x h2) é um coequalizad or de / 1 x / 2 
e gi x g2 .
Demonstração. Este é um caso particular do Lema 3.2.3 de |51|, □
No que segue mostramos que ^ (X , Y) tem  uma estrutura natural de ação topológica. 
P ro p o s iç ã o  3 .3.8. Seja (X, Y) G Alg(WAct) e sejam
d : (X, Y )4  x (X, Y )4  — (X, Y )4
e.
D  : (X, Y )4  x (X, Y )2  — (X, Y )2
as aplicações de concatenação. Então existem aplicações
d(x,Y) : X x X —— X
e.
D(x,y) : X x Y — Y
tais que
d(x,Y)([xn  *L Km  *]) =  [xn  Km *]
e.
D (x,Y) ([xm *], [xP, y]) =  [xn, xk  y], 
para quaisquer (xn , *), (x k , *) G (X, * ) 4 e (xp,y) G (X, Y )2.
Demonstração. Segue do lema 3.3.7, observação 3.3.4 e proposição 3.3.6 que nós só preci­
samos verificar que: (a) nx d coequaliza a x x a x e kx x kx , (b) nYD coequaliza a x x a Y 
e kx x kY- Provemos (b). Sejam
w  :=  ((T1,x k i (rn ,x k n), *) G (X  Y) 3
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w' :=  ( ( t í ,x 11) , . . . , (Tk ,x 0 , (ç,xp ,y )) G (X, y ) 2 .
Segue que: 
ny D (a x x a y )(w ,w ') =
  [ ̂ î iX̂  ^̂ 'i ,x'k /x y y]  Lxmi  ̂  ̂ li ’ * * * ’ 1k ’ P  í/J
=  [̂ (Ti ,x mi) , . . . , ^ (rn ,Xmn) ,^ (r í ,X 1̂) , . . .  , ^ (rfc,XÍ ),V(Ç,XP, y)] =
=  nY D ((M r i ,Xk  ) , . . . , ^ (Tn ,x mn), (^ (r í X ^ . "  ,X1k),V (Ç,XP, y))) =
=  ny D (^x x ^y )(w ,w ').
A prova de nx d (a x x a x ) =  nx d(^x x ^ x ) é similar, □
C o ro lá rio  3 .3 .9 . Seja (X, Y) G Alg(WAct). Então (X , Y ) G Alg(Act) junto com unidade 
[*], multiplicação d(x ,Y) e ação D(x y ).
O seguinte resultado finaliza a construção de <̂ \.
Proposição 3.3.10. Seja ( / , g) : (X, Y) ^  (X', Y ') G Alg(WAct). Então
( / , ? ) :  (X ,Y ) ^  (X ',Y ') G Alg(Act).
Demonstração. Por construção nós temos que /[*] =  [*]. Sejam u := [xn , *] G X e
v := [xm,y] G Y. Então
gD (x,y)(u,v) =
= [/(x n) , f  (xm) ,g (y)] =
=  D (x/,y/)( [ / ^  *L [/(x m) ,g (y)]) =
=  D (x/,y/)(,f x g )(u ,v ).
A prova de /d (x>y) =  d(x/,y/) ( /  x / )  é similar, □
Corolário 3.3.11. A correspondência
W (X,Y) := (X,Y ) 
v i(/ , g) (Â ?)
define um funtor
<p\ : Alg(WAct) ^  Alg(Act) 
chamado de funtor retificação de Berger-Moerdijk ou funtor retificação B M .
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Demonstração. Segue diretamente das definições de f  e 'g. □
Nós finalizamos essa seção observando que p^X , Y) é um coequalizador em Alg(Act), 
para qualquer (X, Y) G Alg(WAct), mesmo que não precisemos deste resultado.
Na proposição abaixo relembramos um resultado já  anunciado no capítulo 2,
P ro p o s iç ã o  3 .3 .12. Seja V  um  C -operada em um cosmo V. Então o funtor esquecimento 
Up : Alg(V) ^  Vc cria coequalizadores que são reflexivos em VC.
Demonstração. Veja 1181. □
Sejam (X, Y) G Alg(WAct), a  := (ax ,a Y ), fi := (fix ,fiY), n  :=  (nx ,n Y) e s := 
(sx , sy ), Então (p^X , Y), n) é um coequalizador reflexivo de a  e fi em top x top conforme 
observações anteriores,
((X , Y) 3 , (X , Y) i )
e por inspeção direta se verifica que a  e fi são morfismos em Alg(Act), nós obtemos o 
resultado abaixo em decorrência da proposição anterior.
C o ro lá rio  3 .3 .13. Seja (X, Y) G Alg(W Act). Então (p^X , Y ),n ) é o coequalizador de 
a  e fi em Alg(Act).
Agora nós verificaremos que p ! é de fato o funtor extensão associado a p, mostrando 
que ele é adjunto à esquerda do funtor restrição p*.
O b serv ação  3 .3 .14. Lembremos que o funtor restrição p* é definido como identidade 
nos objetos e morfismos. As aplicações de estrutura em p*(A, B), digam os fi e v ,  são 
definidas, neste caso, por
para quaisquer (t , an) G W n x A n e (ç, a'm, b) G W m+i x Am x B.
Mostraremos agora que p ! é à esquerda de p* construindo a counidade e :
p !p* ^  1 e a rnidade n : 1 ^  p*p! desta adjunção.
Comecemos construindo a unidade da adjunção.
D efin ição  3.3 .15. Seja (X, Y) G Alg(WAct). Definimos a aplicação
p(r,  an) :=  ai . . . an
e
v (Ç, d m b) :=  a1 . . .  a'mb
n(x,Y) := (nx , nY) : (X,Y) ^  p *p!(X, Y) 
por nx(x) := [x, *] e nY(y) := [y] para qualquer (x , y ) G (X, Y). 
(X , Y) G Alg(WAct) 
n(x,Y) : (X, Y) ^  p*p!(X, Y) G Alg(WAct).
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Demonstração. De fato, sejam G X, t  G Wn  y G Y e ç G W n+1, Sejam e v'' as
aplicações de estru tura em ^ * ^ (X , Y) induzidas por [*], d(x ,Y) e D(X,y)- Então
nY v (ç ,x„ ,y) =
=  [v (xn  y)] =
=  [xn  y] =
=  ([xi, *] . . .  [x„, *]). [y] =
=  v//(ç, [x „ , [y]) =
=  V''(1 X (nx)n X nY)(ç,Xn,y).
A prova de nxM ^ xn) =  ^"(1 X (nx )n)(T, xn) é similar, □
n
Proposição 3.3.17. As aplicações n(X,Yp Para cada (X, Y) G Alg(W Act), definem uma 
transformação natural n : 1 ^  <£*<£!•
Demonstração. Seja ( /, g) : (X, Y) ^  (X', Y '), Precisamos m ostrar que
(^*^!(/ , g ))n(x,Y) =  n(x',Y')( f , g) .
y G Y
gnY (y) =
=  [g(y)] =
=  nY g (y) .
A prova de /n x =  nx> /  é similar, □
Construimos agora a eounidade da adjunção.
Definição 3.3.18. Seja (A,B) G Alg(Act). Definimos a aplicação
£(A,B) :=  (eA, ^B) : B)4, B)2) ^  (A, B)
por
^aÍA^o *) : a 1 . . . a í;:B(am, b) : a 1 . . .
para quaisquer ((an , *), (a^Y )) G (^*(A, B)4,^*(A , B)2).
Proposição 3.3.19. Seja (A, B) G Alg(Act). Então existe uma aplicação
Aa,B) :=  (£AYb) : B) ^  (A, B)
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tal que
£A[«n, *] =  a i . . .  a„ e ^bK ^, b] =  a i . . .  amb 
para quaisquer ([an , *], [am,b]) G p\p*(A, B).
Demonstração. Nós só precisamos verificar que: (a) TA coequaliza ôm*(A)B) e /5^*(A,B), (b) 
Tb coequaliza a^*(A;B) e /^*(A,B). Provemos (b), Sejam p '' e v'' as aplicações de estrutura 
em p*(A, B) e seja
w :=  ((Ti ,a mi) , . . . , (Tn ,a mn), (Ç,a P,b)) G P * ^  B )i.
Então
<gBa *̂(A,B) (w) =
=  ( a i . . .  ami . . .  a? . . .  amna i . . .  ap)b =
=  ((a i . . .  ami) . . . k . . .  amn ))((a i . . .  aP)b) =
=  (P ''(T1, ami) . . . p ' '(rn , amn))v' ' (^  aP  b) =
=  gB(p ''(n  ,a mi) , . . .  y ' (Tn,a m J , v" (ç ,a p,b)) =
=  £b/^*(a,b)(w).
A prova de eA5^*(A;B) =  eA(g^*(A,B) é similar, □
P ro p o s iç ã o  3 .3 .20 . Seja (A, B) G Alg(Act) com unidade e, multiplicação M  e ação L. 
Então
£(a,b) : P\P*(A, B) ^  (A, B) G Alg(Act).
Demonstração. Por construção nós temos que eA[*] =  e, Sejam (w := [an , *],w ' := 
[am,b]) G p\p*(A, B), Then
£bD^*(a,b) (w, w') =
=  ( a i . . .  a „ a i . . .  am)b =
(a i . . . ara)(a i . . . amb)
=  L ( a i . . .  a„, (ai . . .  am)b) =
=  L(^a [a?, *],£y [am, b]) =
=  L(^a x £b )(w, w').
A prova de ex d^*(A;B) =  M (ex x ex ) é similar. □
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e
Proposição 3.3.21. As aplicações e(A;B), para cada (A, B) G Alg(Act), definem uma 
transformação natural e : p !p * ^  1.
Demonstração. Seja (u,v)  : (A, B) ^  (A', B'), Precisamos m ostrar que
e(A',B')(P!P*(«,v)) =  (u,v)e(A ,B).
Seja [an, b] G B, Então 
eB'v[an, b] =
=  u (a i ) . . .  u(an)v(b) =
=  v ( a i . . .  anb) =
=  veB [an, b],
A prova de eA' u =  ueA é similar. □
p ! p *
p ! p *
(e, n)
(e,n) : p! H p*.
Demonstração. Precisamos verificar as equações eounidade-unidade:
(e.p!)(p!.n) =  1 e (p *.e)(n .p*) =  1 
(onde o ponto significa o produto de Godement), isto é:
(a) (e^,(x,Y))(p!.n(x,Y)) = 1;
e
(b) (p *e(A,B))(n *̂(A,B)) =  1.
Provemos (a). Seja [xn,y] G Yf e lembremos que a ação de p !(X, Y) é dada por 
eoneatenação de classes. Então
eY nY [xn, y] =
=  eY [[x1 , *] , . . . , [xn, *], [y]] =
=  [xn , y].
A prova de exnx =  1 é similar.
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Agora provemos (b). Seja b G B. Então eBnB(b) =  eB[b] =  b. A prova de eAnA =  1 é 
similar, □
Com isso concluímos a construção explícita da retificação de Berger-Moerdijk e pode­
mos aplicar as propriedade de equivalêneias de Quillen para estudá-la, conforme o teorema 
2.5.13.
No que segue investigaremos o relacionamento entre uma h-ação e sua retificação B M . 
Veremos que para h-ações (X, Y) cofibrantes, (X, Y) e sua retificação B M  são homotopi- 
camente idênticas, conforme será precisado adiante. Do ponto de vista homotópico este é 
o conceito adequado de retificação.
Começamos com o seguinte lema geral de categorias modelo.
L em a  3.3 .23. Seja
F  : C  ^  D : G
uma equivalência de Quillen com unidade n : 1 ^  G F, sej a X G C e  .seja
(FX, j  : FX  ^  FX) 
FX  X
X — ^  G FX  —^  G FX
é u,ma equivvalêneia fraca e.m C.
Demonstração. Veja |28|, □
C o ro lá rio  3 .3 .24. Seja (X, Y) G Alg(WAct) cofibrante. Então o morfismo
n(x,Y) : (X, Y) ^  < p X X , Y) 
é uma equivalência fraca em  Alg(WAct).
Demonstração. Segue do lema anterior desde que todos os objetos em Alg(Act) são fi- 
br antes, □
O resultado anterior será usado frequentemente nos nossos resultados de comparações 
de retificações e extensão, para h-ações, do teorema de reconhecimento de espaços de laços 
relativos de |26|,
C o ro lá rio  3 .3 .25. A retificação de Berger-Moerdijk de h-ações cofibrantes é efetiva.
B M
menos de homotopia. Como já  observamos antes, este é o conceito adequado de retificação 
de uma álgebra homotópica no contexto de categorias modelo.
C o ro lá rio  3 .3 .26. Seja (X, Y) G Alg(WAct) cofibrante. Então (X, Y) e sua retificação 
de Berger-Moerdijk ^ !(X, Y) (considerada como uma h-ação via ^* ^ !(X, Y)J são isomorfas 
HoAlg(WAct).
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Demonstração. Lembremos que o funtor canônico
Y : Alg(WAct) ^  HoAlg(WAct)
envia equivalências fracas em Alg(WAct) a isomorfismos em HoAlg(WAct), □
O último resultado desta seção está implícito no fato das categorias Alg(WAct) e 
Alg(Act) serem Quillen equivalentes, contudo nós mostramos um isomorfismo explícito (a 
menos de uma escolha de resolução cofibrante) entre uma h-ação e uma ação topológica 
HoAlg(WAct)
C o ro lá rio  3 .3 .27. Seja (X, Y) G Alg(WAct). Então (X, Y) é uma ação topológica a me­
nos de homotopia. Mais precisamente, existe (A, B) G Alg(Act) tal que (X, Y) é isomorfa 
a (A, B) (vista como uma h-ação via <^*(A, B)J em HoAlg(WAct).
Demonstração. Seja ((X', Y ') ,i  : (X', Y') ^  (X, Y)) uma resolução cofibrante de (X, Y) 
em Alg(WAct). Então nós temos um zig-zag de equivalências fracas em Alg(WAct) pelo 
corolário 3.3.24:
(X, Y) —̂  (X', Y ') n(X,'Y,) > <^>(X ', Y ') .
Por isso (X, Y) é isomorfo a <^i(X', Y') em HoAlg(WAct). □
É im portante frisar que os quatro resultados anteriores não são consequências apenas 
de resultados gerais de categorias modelo, mas levam em consideração a particularidade 
de todos os objetos em Alg(Act) serem fibrantes,
3.4 A retificação  de B oardm an-V ogt
Nesta seção nós daremos outra retificação de uma h-ação, obtida da M-construção 
de Boardman e Vogt [ ], Nós simplificamos a M construção observando que não é ne­
cessário dar cores distinguidas a raízes de árvores (como em |8 |) ou, equivalentemente, 
dar comprimento a elas (como em |38|), basta restringir sutilmente as identificações desta 
construção.
A razão mais im portante em considerarmos esse tipo de retificação é para mostrarmos 
que sob condições pouco restritivas uma h-ação é fracamente homotopieamente equivalente 
a uma ação de um espaço de laços em um espaço de laços relativos, extendendo o resultado 
de [ ] dado para A^-ações.
Esta retificação será denotada por $  : Alg(WAct) ^  Alg(Act) e para cada h-ação 
(X, Y), $(X , Y) será chamada a retificação de Boardman-Vogt ou a retificação BV  de 
(X, Y).
(X , Y)
que (X, Y) é um retrato por deformação forte de $(X , Y) e logo a retificação BV de uma 
h-ação qualquer é uma retificação ótima.
Comecemos com a M-construção da operada associativa As.
Seja Tn o conjunto definido por T f :=  Tn se n  =  1 e T ' é 71 sem a (classe da) árvore 
trivial
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D efin ição  3 .4 .1 . Dada uma árvore t , o  nó de t é o vértice oposto a raiz de r , isto é, é 
o vértice que determina o tronco de r  junto com sua raiz.
D efin ição  3 .4 .2 . A  M-consAução da operada As é denotada por MAs e definida, para 
cada n E N, por
M„ := (MAs)(n) := I ^  [0, 1]|t 1
V  ern
onde = é a relação de equivalência gerada pelas identificaçôes da W -construção, exceto 
no caso onde o nó tem grau 2. Então, por exemplo, a.s seguintes árvores métricas são 
W M
i
2 \  À
Nós denotamos um elememto [r, t 1 , . . .  ,t\T\]' E M n apenas por r  sempre que conveni­
ente..
O b serv ação  3 .4.3.
n E N
M n t  Wn
[T, t l , . . . , t |T|] 1 t /̂ l , . . . , t |T|] ,
ou, por simplicidade.,
T t  T.
Isto segue de T f — Tn e = —=.
(b) Para quaisquer n  >  1, 1 <  i < n, m  > 0 e t E [0,1] nós temos aplicações bem 
definidas
◦  : M n X W m ^  M n+m-1,
e.
o- : Mn X Mm t  Mn+m-1,
induzidas por composições de. árvores métricas, conforme, apêndice. B. Estas aplicações 
cumprem a.s propriedades ope.rádic.as usuais
T ◦  (r i °r ( r y , . . .  , Tn or (rkn)) =  ( r  o- (rn)) or (rfci , . . . , Tkn) .
A verifi.cação de. que. estas aplicações são be:m definidas é. totalmente similar ao caso 
da.s aplicações
◦  : W n X W m ^  W n+m-1.
Em linguagem formal M  é um módulo à direita sobre W (cf. [ ]) e M  é uma operada 
sem unidade, (cf. /36/).
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Como no caso da retificação de Berger-Moerdijk, nós vamos construir a retificação de 
Boardman-Vogt via coequalizadores reflexivos a fim de darmos provas claras sobre aplica­
ções construídas sobre espaços quocientes. Começamos definindo a segunda componente 
de $(X , Y), Nós utilizaremos as mesmas notações usadas na construção da retificação de 
Berger-Moerdijk, mas com o significado atualizado nesta seção.
Definição 3.4.4. Seja (X, Y) e  Alg(WAct) e definamos
n
m(X, Y )i :=  U  Mn+1 x f  U  Wm X Xm") x í y
n€N \m€N /  \p€N
X I I I  I X | | I Wp+ 1  x Xp x Y
Vpe
(X, Y )2 := U  Mn+i x Xn x Y.
n€N
Seja
w  :=  (r , (Tl,x mi ) , . . . , ), (ç,xp, y)) e  (X  Y )i
e definamos
« y ,£ y  : (X, Y )i ^  (X, Y)2
por:
«y  (w) :=  (t ◦  (Tn  Ç), ^ , . . . , xmn, y)
e
^ y (w) :=  (r , ^ (n ,x mi ) , . . . , ^ (rn ,x m„) ,v (Ç,x p, y)) .
O coequalizador de a y e f3y  em top é denotado por Y . A projeção sobre Y  é denotada 
por ny e nós escreve mos ny (t, xn , y) :=  [t, xn , y] para qualquer (t, xn , y) e  (X, Y)2.
Qy ,„w,
(X ,Y )i l (X,Y)2  ny ► Y .
Py
No que segue começamos a definir $  nos morfismos
Proposição 3 .4 .5 . Seja (f, g) : (X, Y) ^  (X', Y') e  Alg(WAct). Então existe uma 
aplicação contínua
g : Y  ^  Y'
tal qu,e
g[T,xn , y] =  [ t ,Z (xn) ,g (y)]
para qualquer (t, xn , y) e  (X, Y )2.
Demonstração. Definamos
y : (X, Y)2 ^  Y'
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por
? (T,xn,y) :=  [ t , / (xn ), g(y)]-
para qualquer (t , xn , y) G (X, Y )2, Mostraremos que y coequaliza a Y e ^ Y e por isso existe 
uma única aplicação que fatora y ao to g o  de nY. De fato, seja
w := (T, (ti ,x mi ) , . . . , (ç ,xp ,y )) G (X, Y )i.
Então: 
yaY (w) =
=  ? (t ◦ (ty  ç ̂  xm , . . . , , xp  y ) =
=  [t o (ti , . . . , t„ , ç ) , f  (Xmi ) , . . . , f  O Ç J J  (xp) ,g (y)] =
= [T, s '  (T1 , /  . . . , f  f  ̂  g (y))] =
=  [T ,/^ (Ti ,x mi) , . . . , / y (Tra,xmn ) ,gv (Ç,x P’y)] =  
=  y(T,M T1,x k ) ’ .. . , y (Tn ,x mn) ’v (ç,xp, y)) =
=  ?^Y (w)- □
O b se rv ação  3 .4 .6 . Seja (X, Y) G Alg(WAct). Considere a aplicação
para qualquer (t, xn , y) G (X, Y )2. Desde qu,e y (ã1,x) =  x e v (ã1 ,y) =  y para quaisquer 
x  G X e  y G Y , é imediato que a Y sY =  ^ Y sY e entô o (Y , nY) e coequalizador reflexivo em 
top.
Agora finalizamos a construção de $  nos objetos.
D efin ição  3 .4 .7 . Seja (X, Y) G Alg(WAct) e Definamos
SY : (X, Y)2 ^  (X, Y)
definida por
Sy (t , Xn, y) :=  (t , (Ú1,X1), . . . ,  (Ú1,Xra), (Ú1,y))
e
(X, Y)4 : = ] J  Mn x Xn.
Seja
w : (T, ^  ) , . . . , (Tn ,x mn)) G (X, Y)
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e. definamos
a x ,3 x  : (X, Y ) 3 ^  (X, Y )4
por:
a x (w) :=  (t ◦ , . . . ,x mmn)
e.
3 x (w) :=  (r , ^ (r i ,x mi ) , . . . , ^ (Tn ,x m„)).
O coequalizador de a x e 3X em top e denotado por X. A projeçdo X  é denotada por 
nx e nós escreve mos nx (r, xn) := [t, xn] para qualquer (t, xn) G (X, Y)4.
ax
(X, Y ) 3 l (X, Y)4 ------ - ----- ► X .
Px
A prova do resultado abaixo é similar as provas anteriores.
Proposição 3.4.8. Seja (f, g) : (X, Y) ^  (X', Y ') G Alg(W Act). Com respeito a cons­
trução de X nós temos 0 seguinte:
(a) Existe u,ma aplicação contínua
f  :X  ^  X'
tal que
f  [t, xnJ :=  [T,f (xn)]
para qualquer (t, xn) G (X, Y )4;
(b) A aplicação
sx : (X, Y)4 ^  (X, Y ) 3
definida por
Sx(T,Xf,y) :=  ( (£ i ,x i) , . . .  , (£i,Xn), *),
para qualquer (t, xn) G (X, Y)4, é uma seção com um de a x e 3x e eníã 0  (X ,n x ) e am
top
A fim de definir uma estrutura de ação topológica sobre a retificação B M  nós primeiro 
definimos uma estrutura de monoide topológico sobre ] j neNM n, Para tal finalidade nós 
introduzimos a eoneatenação de árvores de |8 | em uma linguagem formal.
Definição 3.4.9. Sejam  t  G M n e ç G M m. A concatenaçã0 de t  e ç é denotada por tç  
e. definida por
TÇ :=  Í 2 ° 0 (t, ç) G Mn+m.
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P ro p o s iç ã o  3 .4 .10 . A concatenação de árvores define uma estrutura de ação topológica 
sobre o par
] j M n ,  H  M
onde a unidade é a 0-coroHa £0.
Demonstração. Sejam r, ç ,p  E U neNM n. Então
( r ç)p =
=  £ 2  °0 (£ 2  °0 (r, ç),p) =
=  £ 2  °0 (£ 2  °0 (r, ç), £1 °0 p) =
=  ( £ 2  °0 (£2 ,£i)) °0 (r, Ç, p).
e
T(çp) =
=  £ 2  °0 (r, £ 2  °0 (ç,p)) =
=  £ 2  °0 (£ 1  °0 r, £ 2  °0 (ç, p)) =
=  ( £ 2  °0 (£1 ,£2 )) °0 (r, Ç, p).
mas £2 °0 (£2 , £1) =  £ 3  =  £2 °0 (£1 , £2 ).
Finalmente, r£0 =  £2 °0 (r, £0) =  £1 °0 r  =  r . O mesmo argumento mostra que
£0r  =  r . □
C o ro lá rio  3 .4 .11 . Seja (X, Y) E Alg(WAct). Definamos
d : (X, Y)4 x (X, Y)4 t  (X, Y)4 
((r,Xn), (ç ,^^ )) t  (rç,x„,xm )
e
D  : (X, Y)4 x (X, Y)2 t  (X, Y)2
(ç,x m, y) ^  ( r ç ,x n ,x m, y) .
Então ((X, Y)4, (X, Y )2) e  Alg(Act) junto com unidade £0, multiplicação d e ação D.
Agora nós mostraremos que a estru tura de ação topológica anterior pode ser transferida 
para (X, Y ), Precisamos de uma lema antes.
L em a  3 .4 .12. Sejam  n ,m  >  1, i E { ! , . . . , n } ,  j  E { ! , . . . ,m } ,  r  E M^, r '  E M m,
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Tj E M ni e rj E M mj. Então
(r  ° (rn) ) ( r ' ° (r„ )) =  TT' ° (rn , rL ) .
Demonstração. Segue das propriedades operádieas das composições:
( r  ° (rn) ) ( r ' ° (r™)) =
=  £2 °0 ( r  ° (t„ ) , t/ ° (r4 )) =
=  (£2 °0 (r ,T ' )) ° (rn , r 4 ) =
=  TT' ° (r„ , r 4 ) . □
(X, Y) E Alg(WAct)
d(x,Y) : X  X X —t X
e
D (x,Y): X x Y t  Y
íais gae
d(x,Y)([r,XnJ, [ r =  [ r r ' ,£ n ,x y
e
D (x,Y)([r,x nL [ç,x P/, y]) =  [Tç,x „ ,x p, y], 
para quaisquer (r, xn), (r ',xm ) E (X, Y )4 e (ç,xp/,y) E (X, Y )2.
Demonstração. Segue do lema 3,3,7, observação 3,4,6 e proposição 3,4,8 que nós só preci­
samos verificar que: (a) nx d coequaliza a x X a x e ^x X ^x , (b) nYD coequaliza a x X a Y 
e ^ x X fãY . Provemos (b). Sejam
W :=  (T, ^ ) , .. . , (rn ,x mn)) E (X  Y) 3
e
w' :=  (T /,(t/ , x11) , . . . , (rk (ç,x r , y)) E (X ,Y )1.
Segue que: 
nYD (a x X a Y)(w ,w ') =
= [(r ° (rn) ) ( r ' ° (ri , ç y  ^ , . . . , , xi , . . . , xí , x^  y] =
= [ r r ' ° ^  y , ç^ xm , . . . , xmn, x/ i , . . . , x/k, x^  y] =
= [TT ) , . . .  , ^ (rn ,x m„) ,^ (T1 x y . . v (ç ,xp, y)] =
=  nYD(U, V ) =
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(onde U := (T, . . . , M Tn
e
V :=  (tV (t1 ,x 1i) , . . . , ^ (Tk ,x 1k) ,v  (ç ,xp, y)))
=  ffYD(fix x ^Y)(w,w/).
A prova de nXd (a X x a X) =  nXd(fiX x fiX) é similar, □
C o ro lá rio  3 .4 .14 . Seja (X, Y) G Alg(WAct). Então (X , Y ) G Alg(Act) junto com uni­
dade [So], multiplicação d(X,Y) e ação D(X,Y).
O próximo resultado conclui a construção da retificação de Boardman-Vogt,
P ro p o s iç ã o  3 .4 .15. Seja ( / , g) : (X, Y) ^  (X/, Y /) G Alg(WAct). Então
( 7 ,g ) : ( X , Y ) ^  (X>, Y>) G Alg(Act).
Demonstração, por construção nós temos que /[S1] =  [S^, Sejam u :=  [t, x„J G X e 
v := [ç,xm,y] G Y, Então
gD (X,Y)(u,v) =
=  [t çJ  (xn) , f  (xm) ,g (y)] =
=  d (xçy') ([t , / ( xn)], [Ç, f  (xm) ,g (y)]) =
=  D (X',Y')(/  x g)(u ,v ).
A prova de /d (X,Y) =  d(XçY') ( /  x / )  é similar, □
C o ro lá rio  3 .4 .16 . A correspondência
$(X , Y) :=  (X, Y )
$ ( / ,g )  := ( / ,g )
define um funtor
$  : Alg(WAct) ^  Alg(Act) 
chamado de funtor retificação de Boardman- Vogt ou funtor retificação BV.
Demonstração. Segue diretamente das definições de /  e g, □
Finalizamos esta seção observando que a retificação de Boardman-Vogt também é um 
eoequalizador em Alg(Act),
Sejam (X, Y) G Alg(WAct), a  := (a X, a Y), fi := (fiX,fiY), n :=  (nX,n Y) e s := 
(sX, sY), Então ($(X , Y), n) é um eoequalizador reflexivo de a  e fi em top x top conforme
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observações anteriores. Desde que ((X, Y )3, (X, Y )i) também tem uma estru tura de ação 
topológiea induzida pela eoneatenação de árvores e eoneatenação de uplas e se verifica por 
inspeção direta que a  e fí são morfismos em Alg(Act), nós obtemos o seguinte resultado 
em decorrência da proposição 3,3,12,
C o ro lá rio  3 .4 .17. Seja (X, Y) e  Alg(W Act). Então ($(X , Y ), n) é o coequalizador de a  
e fí em Alg(Act).
(X , Y)
$(X , Y) e então a retiticação BV de qualquer h-ação é ótima,
A próxima definição e o resultado que a segue definem as inversas homotópicas í (x,y) 
e r (X,Y) Para cada h-ação (X, Y),
D efin ição  3 .4 .18. Seja (X, Y) e  Alg(WAct). Definimos a aplicação
i :=  ( ix ,iY ):(X , Y) ^  $(X , Y)
por
ix(x) := [Ai,x] e 1y(y) := [Ai,y] 
para qualquer (x,y) e  (X, Y).
Seja também
r  := (rx ,rY ) : ((X, Y)4, (X, Y)2) ^  (X, Y) 
a aplicação definida por
rx ( r ,x „ )  := ^ (r ,x „ )
e
r Y (ç,x m, y) := v
para quaisquer (t, xn) e  (X, Y)4 e (ç,xm , y) e  (X, Y )2.
P ro p o s iç ã o  3 .4 .19. A aplicação r  coequaliza a  e fí, e então existe uma única aplicação
r  :=  (rx ,rY ) : $(X , Y) ^  (X, Y)
tal que rn  =  r.
Demonstração. A igualdade r a  =  rfí segue diretamente das propriedade de p e v, Por 
exemplo, para qualquer w  e  (X, Y )1 nós temos que
r Y a Y (w) =
= v (t o ^  ç ) ,x m i, . . . , , %  y) =
=  v (t , P (ti ,x mi ) , . . . , P (Tn ,x mn),V (ç ,xp, y)) =
=  rY fíY (w). □
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Definição 3.4.20. Seja (X, Y) E Alg(WAct). Definimos a aplicação
H  := (H x ,H y ) : ([0,1] x (X, Y)4 , [0,1] x (X, Y )2 ) t  $(X , Y)
por
H x (t,r ,x „ )  :=  [£1 ° t r,x„]
e
H Y(s ,ç ,x m, y) :=  [£1 ° s ç ^ m ^
para quaisquer ( t , r ,x n) E [0,1] x (X, Y)4 e (s ,ç ,xm ,y) E [0,1] x (X, Y)2 .
Proposição 3.4.21. Seja (X, Y) E Alg(WA ct). A aplicaçao H  coequaliza
( 1  x ax , 1 x aY) c ( 1  x ^x, 1 x ^y  ),
e então existe u,ma única aplicação
H  :=  (H x ,H y ) : ([0,1] x X , [0,1] x Y ) t  $(X , Y)
tal que Hx (l X nx ) =  H x e HY(1 X nY) =  H Y.
Demonstração. Seja (s,w ) E [0, l] X (X, Y )1 ; então
H Y(l X a Y)(s, w) =
=  [£1 ° s ( r  ° ^  ç)), xm i, . . . , xmn, x^  y] =
=  [(£1 ° s T) ° (rn  ç^ , . . . , x^ n , ^  y] =
=  [£1 ° s r , ^ (r 1 ,x m1  ) , . . . , ^ (rn ,x m„) ,v  (ç ,x p, y)] =
=  H Y (l X ^Y)(s, w).
A prova de H x (l X a x ) =  H x (l X ^ x ) é similar. □
O próximo resultado é a principal propriedade da retificação de Boardman-Vogt, pois 
diz que uma h-ação qualquer é liomotopieamente equivalente a uma ação topológiea, sua 
retificação $V.
É possível m ostrar que o mergulho topológieo i : (X, Y) t  $(X , Y) é um morfismo em 
Alg(WAct)
relacionar com o conceito de morfismo A^ -equivariante, a ser definido na próxima seção.
Teorema 3.4.22. Seja (X, Y) E Alg(WAct). Então (X, Y) é um retrato por deformação 
forte de $(X , Y) em top X top.
Demonstração. Segue diretamente que r i  =  l e então em particular nós temos que (X, Y) 
e (ix (X ),iY(Y)) são homeomorfos em top X top, Ademais, para quaisquer [r, xn , y] E Y, 
y' E Y e t E [0, l] nós temos
H y (0 , [r,x„,y]) =  [£1 °0 r ,x „ ,y ] =  [r,x„,y],
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H y (1, [T,Xn,y]) =  [Ai O1 T,Xn,y] =  [Ai, v(T,Xn,y)] =  1YrY[T,Xn,y]
e
h y ( t , iY(y;)) =  [Ai °  Ai , y/] =  [Ai , y/] =  íy (y0 .
Então H y é uma homotopia entre 1 e iYr Y relativa a iY (Y),
Similarmente, HX é uam homotopia entre 1 e iXr X relativa to iX(X), □
3.5 C om parando  as retificações B M  e BV
Nesta seção nós mostraremos que as retificações de Berger-Moerdijk e Boardman-Vogt 
estão estreitamente relacionadas do ponto de vista tanto funtorial quanto homotópieo. 
Mostraremos que existe uma transformação natural 9 : $  ^  ^  que sobre h-ações cofi- 
brantes (X, Y) induz equivalências fracas 9(X,Y) : $(X , Y) ^  ^ (X , Y) em Alg(Act), Por 
isso as retificações B M  e BV de h-ações eofibrantes são liomotopieamente idênticas.
P ro p o s iç ã o  3 .5 .1 . Existe u,ma transformação natural
9 : $  ^  <£!
definida, para cada (X, Y) e  Alg(W Act), por
9 :=  (9x,9y) : $(X , Y) ^  <^(X, Y)
9([T,xnL [ç,x m, y]) :=  ([xn  *L
para qualquer ([t, x j ,  [ç,x^,y]) e  $(X , Y).
Demonstração. Usaremos sobrescritos $  e ^  a fim de distinguir as notações comuns 
usadas para construir esses funtores. Considere a aplicação contínua
9(x,y) := (9x ,9y) : ((X, Y )f, (X, Y )f) ^  ^ (X ,Y )
definida por
^ x ^ u ^  (ç ,x m ,y)) :=  ([xn  *L [xk  , y])
para qualquer ((t, xn), (ç, x ^ ,y ))  e  ((X, Y )f, (X, Y )f).
As afirmações abaixo são verificadas utilizando os mesmos argumentos das provas nas 
duas seções anteriores, por isso as provas serão omitidas,
A aplicação 9(X,Y) coequaliza a # e f í e  logo pode ser M orada ao longo de 
Seja (f, g) : (X, Y) ^  (X/, Y /) e  Alg(WAct), Por construção 9X[Ai] =  [*] e além disso 
é rotina verificar que 9(X,Y) é compatível com
d(X,Y), n (X,Y), d(X,Y) n (X,Y),
assim 9(X,Y) e  Alg(Act), A naturalidade de 9(X,Y) é uma consequência imediata das 
definições de $ ( f ,  g) e ^ !(f, g), □
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T e o re m a  3 .5 .2 . Seja (X, Y) uma h-ação cofibrante. Então
0(x,y) :$ (X , Y) ^  <pi(X, Y)
é uma equivalência fraca em  Alg(Act).
Demonstração. De fato, desde que (X, Y) é cofibrante a unidade (da adjunção H em 
(X, Y))
n(x,Y) : (X, Y) ^  <p>i(X, Y)
é em particular uma equivalência homotópica fraca em top (cf, corolário 3.3.24). Ademais 
e o mergulho topológico i : (X, Y) ^  $(X , Y) é uma equivalência homotópica (cf. teorema 
3.4.22). Desde que as restrições das aplicações
d(x,y)
sobre ({S1 } x X, {S1} x Y) são isomorfas respectivamente a n(X,Y) e A segue então da 
propriedade 2-de-3 que 0(X,Y) é uma equivalência homotópica fraca, desde que 0(X,Y)ff# =
W ) -
{hij x X X — X
□
(X, Y)
Vogt $(X , Y ) e Berger-Moerdijk ^ | (X, Y ) são isomorfas em HoAlg(Act).
$X
3.6 A retificação  H L S
Para que possamos comparar as retificações B M  e BV com a retificação H L S , nesta 
seção nós daremos uma breve descrição desta última. A fim de melhorarmos os resultados 
de comparações de retificações nós começaremos relembrando o conceito de um morfismo 
A ^-equivariante entre uma A ^-ação e uma ação topológica e então extenderemos este 
conceito para h-ações,
Morfismos A^-equivariantes são introduzidos em [ ] como uma extensão natural do 
conceito de A ^-m aps entre um A^-espaço e um monoide topológico (cf. [ , , ]) e eles
são morfismos em A lg(A ct^) a menos de homotopia conforme explicaremos adiante.
D efin ição  3 .6 .1 . Sejam  (X, Y) =  (X, Y ,p ,,v ) G A lg(A ct^), (A, B) G Alg(Act), ( / , g) : 
(X, Y) ^  (A, B) G top x top e e a unidade de A. Dizemos que ( / , g) é um morfismo
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A^-equi,variante se existir uma aplicação contínua
(F, G) : K ra+1 x Xn, H  K m + 2  x Xm x Y ^  (A, B)
tal que
(a) F (£i) =  e  F (ã 2 ,x) =  / (x )  e g ( ^ 2 , y ) =  g (y);
(b) f  (r  o (p , r„ ) ,x i  ,x m , . . . ,x mn) = F  (p ,x q)F  ( r ,^ (r i ,x mi ̂ . . . ^ K ^ m j ^  
ícj G (r  ◦ ^  Ç) , xq, , . . . , xmn, xp, y) =
=  F  (p ,x q)G (T,p (Ti ,x mi ^  -  . V (Ç,XP, y))^
para quaisquer números naturais, e para quaisquer p G K q+i, t  G Kn+i, t  G K m., 
ç G Kp+ 1  e elementos em ^ Y .
No que segue nós justificamos por que morfismos A^-equivariantes são chamados de 
morfismos a menos de homotopia em A lg(A ct^),
O b se rv ação  3 .6 .2 . Considere a notação anterior. E  possível 'mostrar que se ( / ,  g) : 
(X, Y) ^  (A, B) é um morfismo A^-equivariante, então
é a morfismo em A lg(A ct^) a menos de homotopia, isto é, para quaisquer t  G Kn,ç G 
K m+ 1  fn, m  >  0) e para quaisquer elementos em X e Y nós temos homotopias conectando:
Agora nós extendemos o conceito de morfismo A^-equivariante para h-ações, A defi­
nição é similar ao caso de A^-ações.
D efin ição  3 .6 .3 . Sejam  (X, Y) =  (X, Y ,p ,v ) G Alg(W Act), (A, B) G Alg(Act), ( / ,g )  : 
(X, Y) ^  (A, B) G top x top e e a unidade de A. Nós dizemos que ( / ,  g) é um morfismo 
A^-equivariante se existir uma aplicação contínua
( / , g) : (X, Y) ^  p*(A, B)
(a ) / p (T, Xi, . . . ,X„) W /  (Xl) . . . /  (x„)
e
(b) gv(ç , x 1 , . . . ,x m, y) W / (x 1 ) . . . / (xm)g (y) .
Adeais, se ex := p (ã0 ) é a unidade de (X , Y ), então
/ (ex) =  e F (Í 2 , p (^o)) =  F (ã i)F (^2 , p (^o)) =  F (^2 ◦ (ãi,ão)) =  F (ã i) =  e.
tal que
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(a) F (Ai ) =  e  F(A2 , x) =  f  (x) e g (a 2 , y ) =  g(y);
(b) f  ( t  ° (p ,Tn) ,x q ,x m , . . . ,x m„) =  f  (p ,x q)F  (T,p (Ti ,x mi  ) , . . . , p (Tn ,x mn))^
(cj g ( t  ° ^  ç) , xq, xmi , . . . , ^ , xp  y) =
=  F (p , ^ G ^  ^ „ 1 ), . . . , v (Ç, XP  y))^
para quaisquer números naturais, para quaisquer p e Wq+i, t  e Wn+i, t  e W TOi, ç e  
Wp+i e para quaisquer elementos em X e Y.
Observação 3.6.4. A observação anterior continua valendo se substituirmos Alg(Act^) 
por Alg(W Act). Em particular, desde que eX := p (A0) e  X é a unidade homotópica de X, 
então f  preserva a unidade homotópica a menos de homotopia: f  (eX) ~  e.
O resultado abaixo diz que o funtor restrição : Alg(Act^) ^  Alg(W Act) também 
preserva morfismos A^ -equivariantes, Este resultado será usado nas comparações das 
retificações BM  e BV com a retificação H LS .
Proposição 3.6.5. Sejam  (X, Y) =  (X , Y ,p , v) e  Alg(Act^), (A , B) e  Alg(Act) e (f , g) :
(X , Y) ^  (A , B) um morfismo A^-equivariante com respeito a uma aplicação (F, G ) . 
Então
(f , g) : f (X, Y) ^  (A , B)
é um morfismo A^-equivariante com respeito a aplicação
(F /,G /) := ( f  o ( ®  Ç„+i x 1" ) ,G  o ( ® í „ +2 x 1m x 1
V VraeN )  \m6N
Demonstração. A demonstração é por inspeção direta desde que £ preserva composições
de árvores e ^i (Ai ) =  Ai e £2(A2) =  A2, pois K i =  {A^ e K 2 =  {A2} , Por exemplo, sejam
p ç e vç as aplicações de estrutura induzidas em £*(X, Y) =  (X , Y). Então para quaisquer
F /
F /( t  ° (p , Tn) , xq, x L i , . . . , X U  =
=  F (C( t  ° ^  Tn)) , xq, x Li , . . . , X L ) =
=  F (CT ° (£p, Xq, Xmi, . . . , x y  =
=  F  (£p,Xq)F  (CT,P (CTi ,Xmi ) , . . . , P (CTn ,Xm„)) =
=  F /(p ,x q)F /(T,p Ç (Ti ,x mi ) , . . . , p Ç (Tn,x m„)) . D
No que segue daremos uma concisa descrição da retificação H LS .
Em [ ] é provado que sob certas hipóteses uma A^ -ação (X , Y) é fracamente homo- 
topicamente equivalente à uma ação topológica de um tipo muito especial: uma ação um
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espaço de laços em um espaço de laços relativos. Além disso é provado que a equivalência 
fraca em questão é A ^  equivariante, o que torna o resultado ainda mais interessante do 
ponto de vista homotópieo.
Para fácil referência chamaremos tal ação topológica de retificação H L S  de (X, Y),
A seguinte definição é uma simplificação da construção bar bilateral dada em |26| desde 
que não não precisaremos falar em A^-ações à direita para o objetivo desta exposição.
D efin ição  3 .6.6. Seja (X, Y) G A lg(A ct^) com aplicações de estrutura p e v. O espaço 
de órbitas homotópicas de (X, Y) é denotado por Y //X  e definido por
Y //X :=  ( H  Kn+2 x Xn x Y
VraGN
onde =  é a relação de equivalência gerada pelas identificações
( t  ◦ ^  Tn , Ç) , Xq, , . . . , , y ) =  (r, ^ (r1 , xkl) , . . . , ^ (rn , XL ) , V^  , ^  ,
para quaisquer n  >  0  p, q >  l ,  t  G t  G K ki, p G Kq, ç G Kp e quaisquer elementos 
X Y
O próximo conceito necessário é o de espaço de laços de Moore,
D efin ição  3 .6 .7 . Seja R+ o conjunto dos números reais não negativos equipado com sua 
topologia usual e seja A =  (A, a) um espaço topológico pontuado. O espaço de laços de 
Moore de A é denotado por (A) e definido por
(A) :=  {(y , t) G AR+ x R+; y (0) =  a e y (s) =  a V s >  t}.
D efin ição  3 .6 .8 . Seja (A, B) =  (A, B,b) um par de espaços topológicos pontuados, isto 
é, B Ç A e b é o ponto base de A  e de B. O espaço de laços relativos de Moore de (A, B) 
é denotado por (A, B) e definido por
(A, B) :=  {(Y,t) G AR+ x R+; y (0) =  b, Y(t) G B e y (s) =  Y(t) V s >  t}.
(A, B) =
(A, B, b)
(a) Existe uma estrutura natural de monoide topológico em (A) que defi,ne uma 
ação topológica (à esqueda) (QM(A), (A, B));
(b) O espaço de laços usual (de Poincaré) Q(A) é um retrato por deformação de 
(A). O mesmo vale para o espaço de laços relativos usual e o de Moore.
Desde que nós trabalharemos apenas com espaços de laços de Moore, nós omitiremos 
o subescrito M  da notação
Lembremos que o cone (não reduzido) de um espaço topológico A, denotado por CA, 
é o espaço quociente
A x [0, l]
A x {0} .
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Um elemento típico de CA é denotado por [a,t],
A retificação H L S  faz uso de cones e então a seguinte observação, cuja verificação é
por inspeção direta, é importante.
Observação 3.6.10. Seja (X, Y) e  A lg(A ct^) com aplicações de estrutura Então
(X, CY) e  A lg(A ct^) com aplicações de estrutura y! e v1, onde :=  y  e para cada n  e  N
e (t, x„, [y,t]) e  Kra+ 1 x Xn x CY,
v'( t ,X„, [y,t]) := [v(T,Xn,y),t].
Estamos em condição de definir a retificação H L S,
Definição 3.6.11. A construção de espaços de órbitas de uma A ^ -ação junto com os 
funtores espaços de laços e. espaços relativos de Moore define u,m funtor
H L S  : A lg(A ct^) m  Alg(Act)
(X, Y) M (Q(CY/ /X), U(CY/ /X, Y / /X)),
chamado de retificação H L S .
Agora nós descreveremos as aplicações necessárias para enunciar o teorema de reco­
nhecimento de espaços de laços relativos de |26|,
Por conveniência nós identificamos Y com Y x {1} em CY e também denotam os por * 
a classe dos elementos de Y x {0} em CY. Com estas convenções, definimos [ã2 , *] como 
o ponto base de {*}//X e de C Y //X abaixo.
No que segue observemos que se (X, Y) e  A lg(A ct^) então (X, {*}) e  A lg(A ct^) com 
aplicações de estrutura óbvias.
Definição 3.6.12. Seja (X, Y) e  A lg(A ct^). Defininamos
Y : X M U({*}/ /X)
x M (Yx, 2 ),
onde Yx(t) :=  [̂ 2 ° 1- t  ^2 , x, *] para 0  <  t <  1 e Yx(s) := [h2 ° 2- 1 ^2 , x, *] para 1 <  s <  2 .
X X *
e
A : Y M U(CY//X, Y / /X)
y  M (Ay, l),
onde Ay(t) := [ã2, [y, t]] para 0 <  t <  1.
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i-------------- 1-------------------------- 1t=o t t=i
Finalmente, considere o mergulho topológico
i : {*}//X ^  C Y //X
[t , *] ^  [t , Xn, *].
Desde que {*}//X  é um retrato por deformação forte de C Y //X , segue que
Qi : Q({*}//X) ^  Q(CY/ /X)
e «ma equivalência homotópiea.
Precisamos de uma últim a definição para finalizar a discussão sobre a retificação H LS,
D efin ição  3.6 .13. Seja (X, Y) e  A lg(A ct^) com aplicações de estrutura p e v e seja 
n0 (X) o conjunto de componentes caminho de X . Considere a multipHcação M  induzida 
por p em X . Então M  induz uma multiplicação M ' em n0 (X). Dizemos que (X, Y) e 
grouplike se n0 (X) e um grupo com respeito a M ' .
Notemos que para que uma A ^-ação (X, Y) seja grouplike é suficiente que X seja 
conexo, e então este requerimento é pouco restritivo.
Finalmente enunciamos o teorema de reconhecimento de espaços de laços relativos 
de I ], Entre outras coisas este teorema diz se que existe uma A ^-ação (com unidade 
(X , Y) Y
laços relativos.
T e o re m a  3 .6 .14 (Reconhecimento de espaços de laços relativos). Seja (X, Y) e  A lg(A ct^) 
grouplike. Então
((Qí )y ,À) : (X, Y) ^  (Q(CY//X), Q(CY//X, Y / /X))
é uma equivalência homotópiea fraca A^-equivariante.
Demonstração. Veja Teorema 2.18 em |26|, □
C o ro lá rio  3 .6 .15. Retificações H L S  de A^-ações grouplike são retificações boas.
Agora nós podemos começar a aplicar o relacionamento entre A^-ações e h-ações 
através de um morfismo de operadas £ : W Act ^  A ct^  cuja existência foi provada na 
primeira seção. No final do Apêndice B nós damos uma construção explícita de £, por 
enquanto convencionemos que um tal morfismo esteja fixado. No que segue lembremos 
que o funtor £* preserva objetos.
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Corolário 3 .6 .16 . Seja (X, Y) e  A lg(A ct^) grouplike. Então existe uma equivalência 
homotópica fraca
f*(X, Y) — ( Q( CY/ /X),  Q(CY/ /X, Y / /X)) 
que é um  morfismo  A ^ -equivariante em  Alg(WAct).
Demonstração. Segue da proposição 3.6.5 e do teorema anterior. □
3.7 C om parando  B M  e BV com  H L S
Nesta seção iremos comparar as retificações B M  e BV com H L S . Provaremos que sob 
certas hipóteses as retificações B M  e BV se relacionam com a retificação H L S  através 
de zig-zags de equivalências homotópicas fracas A^-equivariantes, Esse relacionamento 
é razoável desde que de certa forma uma equivalência homotópica fraca A^-equivariante 
é próxima de uma equivalência fraca em Alg(WAct), Desde que a retificação H L S  é 
dada para A^-ações, nós usaremos o funtor restrição : A lg(A ct^) ^  Alg(WAct) como 
auxiliar nas comparações.
Precisamos antes de alguns lemas relacionando morfismos de álgebras a morfismos A ^- 
equivariantes. Notemos que, mesmo que tais lemas não sejam imediatos, as afirmações 
são completamente intuitivas desde que um morfismo A ^-equivariante é definido para ser 
um morfismo de álgebras a menos de homotopia.
Lem a 3.7 .1 . Seja
( f  ' ,g ') : ( X ',  Y ') ^  (A', B') 
um  morfismo  A ^ -equivariante. Então para quaisquer
( f , g) : (X, Y) ^  (X', Y') e  Alg(WAct)
e
(r,s) : (A', B') ^  (A, B) e  Alg(Act)
nós temos que
( r ,s ) ( f ', g ')(f, g) : (X, Y) ^  (A, B) 
é um  morfismo  A ^ -equivariante.
Demonstração. Sejam p e v (respectivamente p ' e v') as aplicações de estru tura de (X, Y) 
(respectivamente (X', Y ')) e seja e (respectivamente e') a unidade de A (respectivamente 
A' (A, B) (A' , B' )
Sejam
F ' : ^  Wn+i x X'n ^  A' e G' : ^  W m + 2  x X'm x Y' ^  B'
raGN m€N
aplicações satisfazendo a definição de A^-equivariâneia para (f ',g ') .
Definamos
F  := r F ' ( ®  1 x f A  : ^  W„+i x Xn ^  A
VraGN /  raGN
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©  1 X / m X g : Wm+2 X Xm X Y ^  B.
m6N /  m£N
Segue que para quaisquer elementos no domínio de G:
(a) F ( í i ) =  r F /( í1) =  r(e ') =  e;
(b) G ( í 2 , y ) =  sG /(Í 2 , g (y)) =  sg/g (y) ;
(c) G (r  o ^  Tm, Ç) , xq, ^ , . . . , , y) =
=  sG /( t  ◦ ^  ç ), /  (xq), /  (xy , . . . , /  /  (xy , g (y ^  =
=  s(F /(p , /  (xq)) G/ (g  p /( tg /■ . . . , /  (xmm^ v/^  /  (xy , g ^ W  =
=  /  p /( t i, /  . . . , /  (xm )) ,v  /(Ç, /  (xy , g (y)))) =
=  F  (p ,x q)s(G/(T, / p (Ti ,x k1^ . .. ) ,gv (ç,x P, y))) =
=  F  (p ,x q)G (T,p (Ti ,x k1 ) , . . . , ^ (Tm,x mm),V (Ç,x P, y))).
As condições restantes sobre F  são provadas similarmente. Por isso (r, s ) ( / /,g /) ( / , g)
é um morfismo A^-equivariante com respeito a (F, G), □
Corolário 3.7.2. Seja
( / /, g/) : ( X /, Y /) ^  (A/, B/) 
am morfismo A^-equivariante. Então:
(a) para qualquer
( / , g ) : ( X, Y)  ^  (X/,Y /) G Alg(WAct), 
nos tem os qu,e ( / /,g /) ( / ,g )  e nm morfismo A^-equivariante;
(b) para qualquer
(r ,s ) : (A/, B/) ^  (A, B) G Alg(Act), 
nós tem os qu,e ( r , s ) ( / /, g/) e nm morfismo A^-equivariante.
Corolário 3.7.3. Seja (A, B) G Alg(Act). Então:
(a) a identidade 1 : p*(A, B) ^  (A, B) é um morfismo A^-equivariante;
(b) para qualquer
( / ,  g) : (X, Y) ^  <p*(A, B) G Alg(WAct),
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nós temos que
(f, g) : (X, Y) ^  (A, B)
é um morfismo A^-equivariante.
Demonstração.
(a) basta  construir aplicações usando multiplicações iteradas junto com a ação
(A, B)
(b) segue de (a) e do corolário anterior, □
Os próximos dois resultados nos trazem comparações das retificações B M  e H L S  e 
das retificações BV e H L S , Lembremos que zig-zags de equivalêneias fracas em categorias 
modelo induzem isomorfismos em suas categoria homotópicas, e portanto as comparações 
abaixo são relevantes desde que equivalêneias homotópicas fracas A^-equivariantes são 
equivalêneias fracas na categoria modelo Alg(WAct) a menos de homotopia,
A partir de agora omitiremos os funtores e £* dos enunciados dos resultados que 
seguirão para maior simplicidade e clareza dos mesmos (e porque tais funtores preservam 
objetos), contudo o contexto deve deixar claro quando eles estão sendo considerados.
T e o re m a  3 .7 .4 . Seja (X, Y) e  A lg(A ct^) grouplike tal que £*(X, Y) é cofibrante em 
Alg(W Act). Então existe um zig-zag de equivalêneias homotópicas fracas A^-equivariantes
< ,̂(X, Y) — (X, Y) — ( Q( CY/ /X),  Q(CY/ /X, Y //X ))
Alg(WAct)
(X, Y)
uma equivalência homotópiea fraca
f ( X ,  Y) ^  (Q(CY//X), Q(CY//X, Y / /X))
A ^-equivariante em Alg(WAct), Desde que £*(X, Y) é cofibrante em Alg(WAct), a uni­
dade da adjunção
'ÍÍ*(X,Y) : £*(X, Y) ^  £*(X, Y)
é uma equivalência fraca em Alg(WAct) e
'ÍÍ*(X,Y) : £*(X, Y) ^  w £*(X, Y)
é um morfismo A^-equivariante pelos corolários 3,3,24 e 3,7,3, O resultado segue omitindo- 
se £*. □
T e o re m a  3 .7 .5 . Seja (X, Y) e  A lg(A ct^) grouplike tal que £*(X, Y) é cofibrante em
Capítulo 3. Ações homotópicas 120




(0 (C Y //X ), 0 (C Y //X , Y / /X))
A ^ -^uivariantes em Alg(WAct).
Demonstração. Pelo teorema enterior, nós só precisamos mostrar que existe uma equiva­
lência homotópica fraca A^-equivariante
p*T(X, Y) ^  p (X , Y).
De fato, considere
%(X,Y) : $£*(X, Y) ^  p£*(X , Y) G Alg(Act).
Desde que £*(X, Y) é cofibrante em Alg(WAct), então ^ç*(X,Y) é uma equivalência homo- 
tópica fraca pelo teorema 3,5,2 e desde que ^ç*(X,Y) G Alg(Act) nós temos que
% (x,y) : p*$C (X , Y) ^  (X, Y) G Alg(WAct)
e então
%*(x,y) : (X, Y) ^  p ,f ( X ,  Y)
é Am-equivariante pelo corolário 3,7,3, O resultado segue omitindo-se £* e p*. □
Como já  observamos, uma condição suficiente para (X, Y) G Alg(Actm) ser grouplike 
X
3.8 h-ações e espaços de laços re lativos
Xesta seção nós damos duas extensões parciais, para h-ações, do teorema de reconhe­
cimento de espaços de laços relativos de |26|,
É im portante observar que a prova do principal resultado em |26|, Teorema 2,12, que 
implica o teorema de reconhecimento, faz uso explicito da unidade estrita de A^-ações 
e não parece ser possível adaptar a prova para h-ações, mesmo que se possa reproduzir 
espaços de órbitas para as referidas. Outro fato que chamamos atenção é que mesmo que 
usemos o resultado de |26| para extendô-lo para h-ações, nós precisamos apenas que tal 
resultado seja válido para ações topológieas e nesse caso as demonstrações e construções 
em |26| poderiam ser simplificadas,
Para a primeira extensão precisamos do seguinte lema.
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Lema 3.8.1. =  £*-0*.
A
■?/;* P*
Alg(Act) ------ )■ A lg(A ct^) ------ )■ Alg(WAct) .
Demonstração. Segue por inspeção direta. □
No que segue nós usamos a retificação B M  para extender, para h-ações cofibrantes, o 
resultado de reconhecimento de espaços de laços relativos de |26|,
Teorema 3.8.2. Seja (X , Y) G Alg(WAct) e escrevam os ^ ( X , Y) =  (X , Y ) . Suponha 
que 0 *(X , Y ) é groupUke e qu,e (X , Y) é cofibrante em A lg(W Act). Então existe uma 
equivalência homotópiea fraca
(X, Y) — ( n ( c Y/ / X), n (c Y //X , Y / /X )) ,
A ^-^u iv a r ia n te  em Alg(WAct).
Demonstração. Desde que 0*(X , Y ) é grouplike, segue do corolário 3.6.16 que existe uma 
equivalência homotópiea fraca
£*0 *(X, Y ) ^  (n ( c Y / /X), n ( c Y / /X , Y //X ))
A ^-equivariante em Alg(WAct), Além disso, desde que (X, Y) é cofibrante em Alg(WAct), 
a unidade da adjunção
n(x,Y) : (X, Y) ^  p*(X, Y )
Alg(WAct)
lemas 3.8.1 e 3.7.2 (a). □
Agora usamos a retificação B M  para dar uma segunda extensão (parcial) do teorema 
de reconhecimento de espaços de laço relativos de |26|, Neste caso não precisamos de 
hipótese de eofibrâneia, contudo não asseguramos que a equivalência homotópiea fraca 
abaixo é um morfismo A^-equivariante.
Teorema 3.8.3. Seja (X, Y) G Alg(WAct) e escrevamos $(X , Y) =  (X, Y ). Suponha que 
0* (X, Y ) é groupUke. Então existe uma equivalência homotópiea fraca
(X, Y) — ( n ( c Y/ / X), n (c Y //X , Y / /X )) .
Demonstração. Desde que 0*(X , Y ) é grouplike, segue do corolário 3.6.16 que em parti­
cular existe uma equivalência homotópiea fraca
(X,Y ) ^  ( f t(c Y / /X), n ( c Y c / /X ,Y / /X)).
Além disso o mergulho topológico
i : (X, Y) ^  (X, Y )
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6 uma equivalência homotópiea pelo teorema 3,4,22, □
A observação abaixo tem  por finalizade mostrar que o requerimento da hipótese grou­
plike nos dois teoremas anteriores é pouco restritivo.
O b se rv ação  3 .8 .4 . Seja (X, Y) e  Alg(WAct). Então:
(a) Se (X, Y) é cofibrante em  Alg(W Act), então existe uma equivalência homotópiea 
fraca X ^  X e então uma condição suficiente para ^*(X , Y ) ser grouplike é que X seja 
conexo;
(b) Desde que existe uma equivalência homotópiea fraca X ^  X, uma condição sufici­
ente para ^*(X , Y ) ser grouplike é que X seja conexo.
O corolário abaixo (e o caso particular que o segue) finaliza nosso trabalho com uma 
aplicação, ao menos teórica, do teorema acima, pois desde que grupos de homotopia e 
(co)homologia singular de espaços de laços possuem diversos métodos particulares para 
suas determinações, saber quando um espaço é fracamente homotopicamente equivalente 
a um espaços de laços é importante. Por exemplo em |1| a homologia de espaços de laços 
simplesmente conexos é calculada via homologia de construção cobar,
A mesma discussão vale com respeito a espaços de laços relativos, pois, por exemplo, 
segue como um caso particular do trabalho de Felix, Halperin e Thomas (ef, |17|) que sob 
certas hipóteses a homologia de um espaço de laços relativos pode ser calculada como a 
homologia de uma construção cobar relativa,
X
|8| e |55|, foquemos então no caso de espaços de laços relativos,
Y (X , Y) X
Y
grupos de homotopia ((co)homologia singular) de u,m espaço de laços relativos.
Y
Y Y
aos grupos de homotopia ((co)homologia singular) de u,m espaço de laços relativos.
Apêndice A 
Categorias
Xeste apêndice reunimos algumas definições e resultados da teoria de categorias com 
intuito único de estabelecer notação e terminologia. As próximas seções tra tam  de catego­
rias, funtores, transformações naturais, (co)produtos, pushouts, pullbacks, eoqualizadores 
reflexivos, (co)limites, equivalências e adjunções de categorias, categorias monoidais, entre 
outros. As referências usadas neste apêndice são |9, 10, 35|,
A .l  C ategorias, fun to res e tran sfo rm ações n a tu ra is
Definição A .1.1. Uma categoria C consiste do seguinte:
(C l) uma classe |C| cujos membros são chamados de objetos (de C);
C para cada par (A, B) de objetos está associado um único conjunto denotado por 
C(A, B);
(C3) para quis quer pares de objetos (A, B) =  (X, Y), os conjuntos C (A, B) e C (X, Y) são 
disjuntos;
C para cada objeto A  está associado um elemento 1A G C(A, A) chamado de identidade 
A
C para cada terno (A, B, C) de objetos está associada uma aplicação
°a,b,c : C(A, B) x C(B, C) ^  C(A, C)
( f , g ) ^  °A,B,C( f , g) :=  g o / ;
de modo que:
(C6 ) para qualquer /  G C(A, B):
f  o 1 a =  f  e 1 b o f  =  f ;
(C7) para quais quer /  G C (A, B), g G C (B, C) e h G C (C, D):
(h o g) o f  =  h o (g o f ) -
123
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A classe
U  c(A- B)
A,Be|C|
é denotada por ~C e seus membros são chamados de flechas ou morfismos (de C), Se 
f  G C (A, B) dizemos que A é a fonte (ou domín io) de f  e q u  e B é o  alvo (ou codomínio) 
de f  e escrevemos
f  : A ^  B ou A B .
As aplicações do tipo oA BC são genericamente chamadas de composições e g  o f  
é chamada a composta de f  e g. Sempre que não houver possibilidade de confusão 
escreveremos tal composta apenas por justaposição: g f , Do mesmo modo, a identidade 
1A de um objeto A será denotada apenas por 1 quando conveniente.
Definição A .1.2. Seja C uma categoria. Uma -subcategoria D de |C| consiste do seguinte: 
uma classe |D| Ç C e para cada par (A, B) em |D| um conjunto D(A, B) Ç C(A, B) 
de 'modo que para qualquer A G |D| tém-se que 1A G D(A, A) e para quais quer f  G 
D(A, B), g G D(B, c )  tém-se que g f  G D(A, c ) .
Observação A .1.3. O conjunto vazio é uma categoria. Qualquer classe pode ser conside­
rada uma categoria: seus membros são seus objetos e a.s únicas flechas são as identidades; 
uma categoria deste tipo é chamada de discreta.
X
< reflexiva e transitiva. Toda classe pré-ordenada pode ser considerada uma categoria: 
seus membros são seus objetos e definimos uma única fecha f AB : A ^  B se, e somente 
A <  B
X
m  : X x X ^  X associativa com unidade. Todo monoide é uma categoria com um só objeto 
e seus membros como suas flechas. A composição é dada pela operação do monoide.
No que segue damos alguns exemplos de categorias a fim de fixar notação. Descreve­
remos apenas os objetos e admitiremos conhecidos os morfismos em cada caso, No caso 
da categoria simplieial (dos topólogos) ▲ os morfismos são as aplicações monótonas. Da­
remos a notação da categoria e a descrição dos seus objetos. Alguns conceitos envolvidos 
são definidos adiante, No que R é um anel (associativo) comutativo com unidade,
(a) Set: conjuntos;
(b) Top: espaços topológieos;
(c) top: espaços topológieos eompaetamente gerados;
(d) A: {[n] := {0 , 1 , . . .  , n}; n  >  0 };
(e) sSet: conjuntos simplieiais:= SetA°P;
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(f)  Cat: categorias pequenas;
(g) Grpd: grupoides pequenos;
(h ) ModR: R-módulos;
(i) GModR: R-módulos (Z )graduados;
(j) ChR: R-complexos de cadeias;
(k) Ch+  R-complexos de cadeias limitados inferiormente;
(1) cChR: R-complexos de eoeadeias;
(m ) cCh+  R-complexos de eoeadeias limitados inferiormente;
(n ) Grp: grupos;
(o) Ab: grupos abelianos.
Não daremos uma definição rigorosa de diagramas e diagramas comutativos em uma 
categoria C, Por um diagrama em C entenderemos qualquer representação gráfica de 
flechas nesta categoria. Eventualmente nos referimos a um diagrama de acordo com seu 




X Y Z A B
Y
C






de categorias construídas a partir de outras. As flechas identidades e as composições em 
todos os casos são definidas de modo natural.
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Definição A .1.6. A categoria dual ou oposta de C é denotada por Cop e definida como 
segue: |Cop| := |C| e para cada par de objetos A eB  em Cop definimos Cop(A, B) := C(B, A). 
Escrevemos f op : A C  B e  - C  para significar que f o p corresponde a flecha f  : B C  A e
"C.
Definição A. 1.7. Seja l um conjunto não vazio e para cada i e  I seja C  uma categoria. A 
categoria produto da família (Cfii, denotada por Cj, é definida como segue: U Ii Ci| := 
n i |Cj| e para quaisquer (Aj)i, (Bj)i e  n i |Ci|, ( ü i  Ci)((Aj)i, (Bj)i) := n i Cj(Aj, Bj). Se
C  =  C para to do i e  I, escrevemo s n i C  =  C \  Se I =  {1, 2 , . . . ,  n}  escrevemo s n i C  =  
Ci x C 2 x . . .  x Cn . A categoria união disjunta (coproduto) de ( C denotada por ]Ji Ci; e 
definida similarmente, via união disjunta de classes.
Definição A .1.8. Fixemos um objeto A  em C. A categoria sob A é denotada por (A f  C) 
e definida como segue: os objetos de (A f  C) são todas as flechas em C com fonte  A. Se 
f  : A C  X e  g : A C  Y são objetos de (A f  C), então uma f l  echa a  : f  C  g em (A f  C) 
e, por definição, uma flecha a  : X C  Y em C M  q u,e a f  =  g.
A
X ---------   >■ Y
A (C f  A)
(C f  A) C A
D efinição A. 1.9. A categoria de flechas de C é denotada por A rr(C ) e definida com 
■segue: |Arr(C )| :=  C  e para quais quer f  : A C  B ,g  :C  C  D e  |Arr(C )|, uma flecha em 




D efinição A .1.10. Seja f  : A C  B e  C .  Dizemos que f  é um:
(a) monomorfismo se para quaisquer a, b : X C  A e  C  tais que f  a =  f  b, tém-se que
a =  b;
(b ) epimorfismo se para quaisquer c, d : B C  C e  C  tais que c f  =  d f, tém-se que c =  d;
(c) bimorfismo se for um monomorfismo e u,m epimorfismo;
(d) isomorfismo se existir g : B C  A e  C  tal que g f  =  1a e fg  =  1b-
V
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Seja (u,v) : f  M g G A rr(C ); então (u, v) é um isomorfismo em A rr(C ) se, e somente 
se, u e v são isomorfismos em C. Uma categoria em que toda flecha é um isomorfismo 
é chamada de um grupoide. Se A, B G C, dizemos que A é isomorfo a B se existir um 
isomorfismo f  : A M B,
Definição A .1 . 1 1 . Sejam  r  :X  M A, s :B  M Y G M. Dizemos que:
(a) r  é uma retração se existir i : A M X G ~CC tal que r i  =  1A;
(b) s é uma seção se existir p : Y M B G M tal que ps =  1 B;
(c) A é um retrato de X  se existir uma retração r  : X M A.
No que segue definimos conceitos fundaeionais em teoria de categorias. É im portante 
ressaltar que o termo conjunto significa uma classe não própria.
C
(a) pequena se |C|;
(b ) |C|
Observação A .1.13. Alguns autores permitem por definição que as classes da forma  
C(A, B)
categorias localmente pequenas.
De agora em diante, C, V, £ e J  sempre denotarão categorias.
As ferramentas adequadas para estudar o relacionamento entre categorias são os funto­
res. Do mesmo modo, funtores podem ser estudados via transformações naturais. Seguem 
as definições.
Definição A .1.14. Um funtor  F entre C e V , também esc rito F : C M V , consiste do 
seguinte:
(a) uma aplicação |F| : |C| M |V|, A M FA;
(b) uma aplicação FA,B : C(A, B) M V(FA, F B ) ,f  M F f  para cada par (A, B) de objetos
C
de modo qu,e:
(c) F1a =  1FA para qualquer A G C;
(d) F  (g o f ) =  Fg o F f  para quaisquer f  :A  m  B ,g :B  m  C g M.
Definição A .1.15. Sejam  F : C m ^ c  G: V m  £ . O funtor comp osto G o F : C M £ é 
definido por |G o F| := |G| o |F̂  e (G o F)A,B := GFA,f B ◦ FA,B, para quaisquer A , B G C.
Definição A .1.16. Sejam  F e G funtores entre C e V . Uma transformação natural n 
entre F e G , também escrita n : F M consiste de uma coleção de flechas gA : FA M 
GA G M para ca da A G C de modo que para qualquer f  : A M B G M o quadrado abaixo 
comuta.
Apêndice A. Categorias 128





Escrevemos também n =  (nA)Ae|c| ou n =  (nA : FA m  GA)ag|c|-
Para qualquer categoria C e qualquer funtor F : C m  D temos o funtor identidade 
1C : C m  C e a transformação natural identidade 1F : F m  F definidos de modo natural.
Definição A .1.17. Dizemos que um funtor  F : C m  D é um isomorfismo de categorias 
se existir um funtor  G : D m  C tal qu,e G o F =  1C e F o G =  1D  Dizemos que C e D são 
isomorfas se existir um isomorfismo de categorias F : C m  D.
D efin ição  A .1.18. Sejam  F, G, H : C m  D funtores e n : F m  G, 9 : G  m  H trans­
formações naturais. A transformação natural composta 9 o n : F m  H e  definida por 
(9 o n)A =  9a o nA (A  G C).
D efin ição  A .1.19. Sejam  F, G : C m  D funtores. Uma transformação natural n : F m  G 
é dita u,ma equivalência natural ou u,m isomorfismo natural se existir u,ma transformação 
natural 9 : G m  F tal qu,e 9 o n =  1F e n o 9 =  1G. Isto é equivalente a nA : FA m  GA ser 
um isomorfismo em D para ca da A G C. Escrevem os F «  G para significar que existe um
F G
Definição A .1.20. Dizemos que um funtor  F : C a D c  uma equivalência de categorias 
se existir um funtor  G : D m  C tal qu,e G o F «  1C e F o G ~  1D  O par (F, G) também
C D
equivalentes se existir uma equivalência de categorias F : C m  D.
Definição A .1.21. Seja F : C m  D um funtor. Dizem os que F é:
(a) fiel se para quaisquer A, B G C, FAB : C(A, B) m  D(FA, FB) é injetiva;
(b) pleno se para quaisquer A, B G C, FAB : C(A, B) m  D(FA, FB) é sobrejetiva;
(c) denso se para qualquer D G |D |, existir C G C tal qu,e FC e D são isomorfos.
Teorema A .1.22. F : C m  D é uma equivalência de categorias se, e -somente se, F é fiel, 
pleno e denso.
Definição A .1.23. Se J  é uma categoria pequena, então a categoria de funtores, deno­
tada CJ  tem como objetos os funtores F : J g C  e como flechas as transformações natu­
rais entre eles. Para cada N G |C| temos o funtor constante A N : J  m  C, X m  N, f  m  1n 
e o funtor diagonal A : C m  C j  , N m  A n , f  m  ((A f )N :=  f  )ng|c| •
Definição A .1.24. Sejam  F, F ' : C m  D e G, G' : D m  E funtores e sejam  n : F m  F ' e 
9 : G m  G' transformações naturais.
O produto de Godement entre n e 9 é a transformação natural 9 a  n :G  o F m  G' o F' 
definida, para cada A G C, po r (9 * n )A :=  9F'A o GnA (ou, equiv alentem ente, (9 a  n)A := 
G'nA o 9faJ-
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F G
c 4  n v J1 0  * n £
G'oF'
Se F =  F ' e n = 1F, então escrevemos 0 *  1F :=  0.F.
Se G = G1 e 0 =  1 G, então escrevemos 1G * n  := G®-
A .2 C o p ro d u to s  e p ro d u to s
Para as definições que seguem, envolvendo coprodutos e produtos, sejam A, B e  |C|, 
I um conjunto não vazio, (A^  e (Bj)i famílias em C e ( /  : Aj ^  B)I; (gj : A ^  B^ ,  
( h  : Aj ^  B^  e (kj : Aj ^  Bj)I famílias em tf.
D efin ição  A .2 . 1 . Um coproduto de (Aj)^ se existir, é um par (C, ( a ^ ) ,  onde C e  |C| 
e (a j : Aj ^  C )I é uma família em ~C, de modo que para qualquer C ' e  |C| e qualquer 
família  (aj : Aj ^  C ) I em tf , existe uma única flecha u : C ^  C ' e  C tal que o 
triângulo abaixo comuta, para qualquer i e  I.
O b se rv ação  A .2 .2 . Seja (C, (a j)I) um coproduto de (Aj) .̂ Prova-se que C é único a
C =  U i Aj.
D efin ição  A .2.3 . Seja (UI Aj, (a j)I) um coproduto de (Aj)I.
A flecha I /j  : I Aj ^  B e  definida pela propriedade universal do coproduto e
satisfaz (UI /j)  o a j  =  / j  para qualquer j  e  I.
D efin ição  A .2.5 . Sejam  (UI Aj, (a j)I) um coproduto de (A^  e (£JI Bj , (a j )I) um copro- 
(Bj)I
A flecha ®Ihj : U i Aj ^  UI Bj é definida por ®Ihj :=  JJ I(a j o hj) . Logo tal flecha 
satisfaz (®Ihj) o a j  =  a j  o hj para qualquer j  e  I.
L em a  A .2.4 . Seja p  : B ^  X e  ~cC. Então p  o (£JI / j) =  ] J I(p o / j) .
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L em a  A .2.6. Consideremos a notação da definição anterior. Seja (u  : Bj C  X )i uma 
família em C . E n tã o (£Ji u ) o (®ihi) =  i(ui o h ) .
Se I =  {0, 1, . . . ,  n — 1}  n e  Z>1, então escrevemos
(a ) (U i ^  (a í)i) :=  (A0 U  A 1 U  . . .  U  An - 1 , a 0 , a 1 , . . . , a n - 1 ) ;
(b ) Ui f j  := f o U f 1 U . . . U f n - 1 ;
(c) ®ihj := ho ® h  ® . . .  ® h n -1 -
(A A , a 0 , a 1) A
1A U  1A : A U  A C  A5 
que satisfaz ( 1 a 1 a ) o a 0 =  1 a  =  ( 1 a U  1 a ) o a 1 .
D efin ição  A .2.7. Um produto de (Bj)^ se existir, é um par (P , (n j)i^  onde P  e  |C| 
e (n j : P  C  Bj)i é uma família em C , de modo que para qualquer P ' e  |C| e qualquer 
família  (nj : P ' C  Bj)i em C , existe uma única flecha v : P ' C  P  e  C  tal que o triângulo
i e I
Bj
O b se rv ação  A .2.8. Seja (P , (nj)i) um produto de (Bj) .̂ Prova-se qu,e P  é único a menos
P =  n i  Bj.
D efin ição  A .2.9 . Seja ( i Bj , (nj)i) um produto de (Bj)i .
A flecha gj : A C  i Bj é definida pela propriedade universal do produto e satisfaz 
nj o ( n 1 gj) =  gj para qualqu,er j  e  I.
L em a  A .2.10. Seja i : X C  A e  C . E ntã  o ( f |  i gj) o i =  i (gj o i).
D efin ição  A .2.11. Sejam  ( n  i Aj, (nj)i) um produto de (A ^  e ( f | i Bj , (nj)i) um produto
de (Bj)i.
A flecha ©ikj : n i  Aj c  n  i Bj é definida por ©ikj :=  n i  (kj o n j). Logo tal flecha
satisfaz nj o (©ikj) =  kj o nj para qualquer j  e  I.
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L em a A .2.12. Consideremos a notação da definição anterior. Seja (v  : X m Aj)i uma 
família em M. Então (©Iki) o ( f | I Vj) =  n I(k  o Vj).
Se I =  {0, 1, . . . ,  n — 1 }  n G Z>i, então escrevemos
(a) ( n i Bj, (nj)i) := (Bo n  Bi n  . . .  U  Bn-i ,no, n i , . . . ,  nn-i);
O ) U i gi :=  go n  gi n  . . .  n  gn-i;
(c) ©ikj := ko © ki © . . .  © kn-i-
Em particular, com respeito a (B H B,n0,n i ), temos a flecha diagonal de B,
1B U  1B : B M B U  B; 
que satisfaz no o (1b u  1b) =  1b =  ni o (1b u  1b).
C
D efinição A .2.13. Sejam  I, T, O G C. Dizemos que:
(a) I é um objeto inicial se para cada X G C, existe uma única flecha f  : I M X em C;
T X G C
g : X M T em C;
O
A .3 P u sh o u ts  e pu llbacks
D efinição A .3.1. Sejam  f  : X M A,g :X  M B g M. Um pushout de f  e g, se existir, é 
um terno (P, f', g'), onde P G |C| e f' : B M P,g' : A M P G M, de modo que:
g' o f  =  f ' o g
(b) para quaisquer f '' : B M Q,g'' : A M Q G M tais que g'' o f  =  f '' o g, existe uma
única flecha v : P M Q G M de modo que f '' =  v o f' e g'' =  v o g'.
f
X P .........^......-Q
D efinição A .3.2 . Sejam  f  : X M A ,g : X M B G M . Se (P , f '  , g' )
g, dizemos que:











D efin ição  A .3.3. Sejam  /  : A ^  X, g :B  ^  X e  tf . Um pullback de f  e g, se existir, é
um terno (P, / ' ,  g'), onde P e  |C| e / '  : P ^  B ,g ' : P ^  A e  ~C, de modo que:
(a) /  o g' =  g o f ;
(b ) para quaisquer / ' '  : Q ^  B ,g '' : Q ^  A e  ~CC tais que /  o g'' =  g o / ' ' ,  existe uma




D efin ição  A .3.4. Sejam  /  : A ^  X ,g : B ^  X e ~ C . Se (P , / /,g /) é um pullback de f  e 
g, dizemos que:
(a) / / é um pullback de f  ao longo de g;





A .4 L im ites e eolim ites
Os conceitos definidos anteriormente (objetos inicial e final, (eo)produtos, pushouts e 
pullbaeks) são todos casos particulares de limites e eolimites de funtores.
D efin ição  A .4 .1 . Seja F : C ^  D um funtor. Um cone de F , se existir, é um par (N, <̂ ) 
onde N e  |D| e <p : A N ^  F e uma transformação natural. Isto significa que para qualquer 
/  : X ^  Y e  ~cC o  triângulo abaixo comuta.
g
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N
FX Ff -> FY
D efin ição  A .4.2 . Seja F : C ^  D um funtor. Um limite de F , se existir, é um cone (L, 0  
de F de modo que para cada cone (N, p) de F dado, existe uma única flecha u : N ^  L e  
tal que o triângulo abaixo comuta, para qualquer X e  C.
N L
FX
Prova-se que um limite (L, 0 ) de um funtor F , quando existe, é único em certo sentido, 
por isso as vezes denotamos por (lim F , -0 ) ou apenas lim F ta l limite.
D efin ição  A .4 .3 . Seja F : C ^  D um funtor. Um cocone de F , se existir, é um par 
(N , p ) onde N e  |D| e p  : F ^  A N é uma transformação natural. Isto significa que para 
qualquer f  : X ^  Y e  C o triângulo abaixo comuta.
FX ---------—--------► FY
N
D efin ição  A .4.4 . Seja F : C ^  D um funtor. Um coUmite de F , -se existir, é um cocone 
(L, 0 ) de F de modo que para cada cocone (N , p ) de F dado, existe uma única flecha 
v : L ^  N e  X e  C
FX
Prova-se que um eolimite (L, 0 ) de um funtor F , quando existe, é único em certo 
sentido, por isso as vezes denotamos por (co/imF , 0 ) ou apenas co/imF tal limite.
D efin ição  A .4 .5 . Um funtor  F : J  ^  C e dito ser pequeno se J  for uma categoria 
pequena.
C
(a) completa se qualquer funtor pequeno F : J  ^  C tem um limite;
(b ) cocompleta se qualquer funtor pequeno F : J  ^  C tem um eolimite;
(c) bicompleta se for completa e cocompleta.
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A .5 C oequalizadores reflexivos
O conceito de eoequalizador reflexivo é usado no capítulo 3 para transferências de 
estruturas de ações topológieas para espaços quocientes,
Coequalizadores são outros exemplos de colimites de funtores.
D efin ição  A .5.1. Sejam  f ,g  : A "  B G ~(C. Dizemos que o par (E G |C|,e : B "  E G " )
é um eoequalizador de f  e g se f  e =  ge e se para cada e' : B "  E ' G "  dado tal que 
f e ' =  ge', existir uma única a : E "  E' G "  tal que ae =  e'.
E'
D efin ição  A .5.2. Sejam  f , g : A  "  B G "  e sej a (E, e) um coequalizado r de f  e g. 
Dizemos que (E, e) é um eoequalizador reflexivo de f  e g se existir s : B "  A G "  tal que 
f s  =  I r  =  gs -
A e
g
A .6 F un to res ad jun to s
D efin ição  A .6.1. Seja A G |C|. O funtor hom (de A ) é denotado por C(A, — ) ou 
(A, — ) e definido como segue.
C(A, — ) : C "  Set 
B " C(A, B) 
f  :B  "  C "  f  o —, a  "  f  o a.
S e F :  C "  D e G:  D "  C são funtores, os funtores D (F —, — ), C (—, G —) : Cop x D "
Set
D efin ição  A .6.2. Sejam  F :  C "  D e G : D "  C funtores. Dizemo s que (F, G) e um par
de funtores adjuntos se existir u,m isomorfismo natural
$  : D (F —, — ) "  C(—, G —),
e neste caso escrevemos F H G ou $  : F H G.  Dizemos também que:
(F, G) C D
(b> $  F G
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F e um adjunto à esquerda de G;
(d) G F  
Equivalentemente:
D efinição A .6.3. Sejam  F :  C ^ D e G : D ^  C funtores. Dizemo s que (F, G) é um par 
de funtores adjuntos se existirem transformações naturais
e : F o G ^  1D
e
n : 1C ^  G o F
tais qu,e
e.F o F.n =  1 f
e
G.e o n.G =  1G
Neste caso escrevemos F H G ou (e, n) : F H G e dizemos que:
(F, G) C D
(e, n) F G
e
n a unidade (da adjunção);
F G
(f) G F
Se (F, G) é uma adjunção entre C e D também escrevemos F : C ^  D : G, Equivalên-
eias de categorias são exemplos de adjunções.
Para a definição abaixo, notemos que s e F :  J ^ C e  G:  C ^  D são funtores e (N, p)
é um cone de F então (GN, G.p) é um cone de G o F,
D efinição A .6.4. Sejam  G : C ^  D um funtor fixa do e F : J  ^  C um funtor pequeno 
arbitrário. Dizemos que:
(a) G preserva limites se para qualquer limite (L ,f )  de F, (GN, G .f)  é um limite de
G o F
(b) G reflete limites se para qualquer cone (N, p) de F tal que (GN, G.p) é um limite de
G o F, tém-se que (N, p) é um limite de F;
(c) G levanta limites se para qualquer limite (L ', f '  ̂ e G  o F existir um limite (L ,f )  de
F M  que (GL, G .f)  =  (L ', f ') ;
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(d ) G cria limites se para qualquer limite ( L ' , 0 '^ e  G o F existir u,m único limite (L ,0) 
de F M  que (GL, G .0) =  (L ',0 ') ;
Definições similares a acima são dadas para eolimites. Um funtor que preserva limites 
(respectivamente eolimites) é também chamado de contínuo (respectivamente eoeontínuo),
(F, G) F G
é contínuo.
A .7 C ategorias  m onoidais
Nesta seção definimos brevemente categorias monoidais, (objetos) monoides, ações de 
monoides, módulos sobre monoides e cosmos.
Seja ® : C x C — C um funtor e escrevamos ®(A, B) :=  A ® B e  0 (f ,g ) :=  f  ® g para 
quaisquer A, B e  |C| e f , g e  —. Seja X e  C. Definimos os seguintes funtores,
(- 0 - ) 0  -  : C x C x C — C 
(A, B, C) — (A 0  B) 0  C;
( f , g ,h) — ( f  0  g) 0  h
- 0  (- 0 - ) :  C x C x C — C 
(A, B, C) — A 0  (B 0  C);
( f , g ,h) — f  0  (g 0  h ).
X 0  -  : C — C 
A i—— X 0  A; 
f  — lx  0  f ­
-  0  X : C — C 
A — A 0  X
f  — f  0  1 X-
0  : C x C — C
(A, B) — B 0  A
( f , g) — g 0  f -
D efinição A .7.1. Uma estrutura monoidal (ou tensorial) em C é uma quina (0 , 1, a , À, p), 
onde:
(a) 0  : C x C — C é um funtor chamado de produto monoidal (ou tensorial);
(b) I e  C é um objeto chamado de unidade monoidal (ou tensorial);
(c) a  =  a  : (- 0 - ) 0 ---- —- 0 (- 0 - ) é um isomorfismo natural chamado de associador;
(d ) À =  À : I  0 ----- — 1C e uma isomorfismo natural chamado de unitor esquerdo;
(e) p =  p : -  0  I — 1C é uma isomorfismo natural chamado de unitor direito;
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C
(A 0  (B 0  C)) 0  D
((A 0  B)
“A«B,C,D
(A 0  B) 0  (C 0  D)
(A 0  I) 0  B
«A,B,C»D
aA,I,B
A 0  ((B 0  C) 0  D)
1a®«b,c,d
A 0  (B 0  (C 0  D))
■A 0  (I 0  B)
C
uma estrutura monoidal (0 , I, a ,À ,p ).
Se ((A, B), C) G |(C x C) x C|, escrevemos a ((A,B),c) =  a ABC ou a ((A,B),c) =  a A,B,c 
índices dos isomorfismos naturais em questão serão omitidos quando conveniente e 
houver possibilidade de confusão.
D efinição A .7.3. Um trançamento (em C) é um isomorfismo naturai 7  =  7  : 0  "  0
C
A 0  (B 0  C)
(A 0  B)
YA,B ®1c
(B 0  A) 0  C
Ta,b®c
(B 0  C) 0  A
«B,C,A






B 0  (A  0  C)
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(A 0  B) 0  C
A 0  (B 0  C) C 0  (A 0  B)
1a®TB,C aC,A,B
A 0  (C 0  B) (C 0  A) 0  B
(A 0  C) 0  B
D efin ição  A .7.4. Uma categoria monoidal trançada é uma categoria monoidal equipada 
com u,m trançamento.
D efin ição  A .7.5. Um trançamento y é dito simétrico .se yb,aoya,b =  1a®b P^ra quaisquer 
A, B e  |C|. Uma categoria monoidal simétrica é uma categoria monoidal equipada com 
u,m trançamento simétrico.
E x em p lo  A .7.6. Se uma categoria C tem u,m objeto final 1 e existe 0 produto de quaisquer 
dois objetos nesta categoria então ela possui u,ma estrutura natural de categoria monoidal
1
(e denotado por x ) . Uma categoria monoidal desta forma é chamada de uma categoria 
cartesiana. Exemplos usuais incluem  S e t T op  to p  sSet e Cat.
E x em p lo  A .7.7. Os conceitos usuais de produtos tensoriais induzem estruturas monoi- 
dais -simétricas nas categorias Ab, ModR, GModR e ChR.
C
C consiste de um funtor  [—, —] : C x Cop ^  C tal que para cada A e  C, 0 funtor induzido 
[A, —] : C ^  C é adjunto à direita do funtor  — 0  A : C ^  C.
D efin ição  A .7.9. Uma categoria monoidal simétrica fechada é u,ma categoria monoidal 
simétrica equipada com u,m funtor hom interno.
D efin ição  A .7.10. Um cosmo é u,ma categoria monoidal simétrica fechada e bicompleta.
E x em p lo  A .7.11. S e t to p  ModR  GModR  ChR  C h +  sSet e Cat são alguns exemplos 
T op
C
categoria monoidal sem menção explícita.
D efin ição  A .7.12. Um monoide em C é um terno X =  (X ,m , u) onde:
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(a) X e  C;
(b ) m  : X 0  X C  X e  ~CC;
(c) u : I c  X e  ~CC;
e de modo que os diagramas abaixo comutam.





_  M®1x ^  r  1X®U t tI 0  X  X 0  X ^— x X 0  I
m u
D efin ição  A .7.13. Um monoide X =  (X, m, u) em um categoria monoidal simétrica C é 
dito ser comutativo se m  o 7 (X,x) =  m , onde 7  é 0 trançamento simétrico de C.
E x em p lo  A .7.14. Monoides em Set são monoides ordinários; em Top são os monoid.es 
topológicos; em Ab são os anéis (associativos com unidade); em ChR .são as R-álgebras 
(Z-)graduadas diferenciais (DG-álgebras sobre RJ e assim por diante.
D efin ição  A .7.15. Sejam  A e  C e X =  (X ,m ,u) um monoide em C. Urna ação à 
esquerda de X  em A é uma flecha p  : X 0  A C  A e  C  tal que os diagramas abaixo 
comutam.
(X 0  X) 0  A ax,X,A > X 0  (X 0  A )— 1x®V > X 0  A
m®1A
X A A
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D efin ição  A .7.16. Seja X =  (X, m, u) «m monoide em C. Um X-módulo à esquerda em 
C é um par (A, p), onde A G C e p  : X ® A C  A £ ~ ê  é uma ação à esqu erda de X  em A.
E x em p lo  A .7.17. Os módulos sobre monoides em (Ab, ®) são precisamente os módulos 
ordinários sobre anéis associativos com unidade.
Ações e módulos à direita são definidos similarmente.
D efin ição  A .7 .18. Sejam  X =  (X ,m ,u ) e X' =  (X ', m ',u ')  monoides em C. Um mor- 
fismo de monoides (entre X e  X ') é uma flecha f  : X C  X' G tf  tal que os diagramas 
abaixo comutam.
X 0  X









D efin ição  A .7 .19. Seja X =  (X, m, u) um monoide e sejam  (A ,p) e (A', p ') X-módulos 
à esquerda em C. Um morfismo de X-módulos (entre (A ,p) e (A ',p ')J  é uma flecha 





D efin ição  A .7.20. Um comonoide em C é um terno X =  (X, A ,e) onde:
X G C
(b) A : X C  X 0  X G "C;
(c) e : X C  I G ~(C;
e de modo que (1x 0  A )A  =  axxx(A  0  1 x )A  (e 0  1x)A =  A -1 e (1x 0  e)A =  p - 1 .
A e
Por exemplo, os eomonoides em ModR são as R-coálgebras e em ChR são as R- 
eoálgebras (Z-)graduadas diferenciais (DG-eoálgebras sobre R),
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D efin ição  A .7.21. Seja X =  (X, A , e) um comonoide em C. Um X-comódulo à esquerda 
em C é um par (A, p ), onde A e  C, p  : A "  X 0  A e  "  é uma coação à esquerda de X 
em A , isto é, (1x 0  p )p  =  «xxa(A  0  1 a )p  e (e 0  1a)p  =  A -1 .
Por exemplo, em ChR módulos e eomódulos são, respectivamente, DG-módulos sobre 
DG-álgebras sobre R e DG-eomódulos sobre DG-eoálgebras sobre R.
Morfismos de eomonoides e morfismos de eomódulos são definidos de maneira natural, 
assim como coações e eomódulos à direita.
Apêndice B 
Arvores
Xeste apêndice reunimos conceitos sobre árvores necessários para a definição da ope­
rada de árvores em Set, a construção de operadas livres em um cosmo V e para apresen­
tarmos a construção de Boardman-Vogt no Apêndice C, usada no capítulo 3,
As definições da primeira seção seguem as definições encontradas em |45, 46, 47|, 
A linguagem e as notações envolvendo árvores coloridas e árvores métricas não seguem 
fielmente qualquer referência,
B .l  Á rvores
Para os propósitos deste trabalho a definição de árvore é a seguinte,
T
menos dois vértices.
O conjunto de vértices de T é denotado por V(T) e o conjunto de arestas por E(T), 
O grau de um vértice é o número de arestas incidentes a ele. Uma árvore com n  vértices 
tem  precisamente n — 1 arestas (n >  2 ),
Em uma árvore, um caminho entre vértices distintos u e v éu m a (m +  1)-upla (m > 1) 
de vértices dois a dois distintos (v0, v1, . . . ,  vm) tal que v0 =  u, vm =  v e  {vi-1 , v»} é uma 
aresta de T para qualquer 1 <  i <  m. Por convenção, dizem os que (v0 =  v) é um caminho 
v v
Existe um único caminho entre quaisquer u ,v  e  V(T) em uma árvore, denotado por
üÉj.
Sejam u, v, w e  V(T). Dizemos que —v passa por w se w for igual a alguma componente 
de —v.
D efin ição  B . l . 2. Uma árvore plantada é uma árvore T  equipada com um vértice r T de 
grau 1, chamado de raiz.
Em uma árvore plantada, se {u, v} e  E(T) e —C  passa por u, então dizemos que v é 
u
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D efin ição  B .1 .4 . Uma estrutura planar em uma árvore plantada T é uma ordem total 
A em V(T) qu,e cumpre, para quaisquer u ,v  G V(T), o seguinte:
(a) Se - r V passa por u então u A v;
(b ) Suponha que - TV não passa por u e - TU não passa por v e escrevamos r TU =
(u0, u i , . . . ,  um) e rĝ V =  (v0, v i , . . . ,  vn). Seja 0 <  j  <  m ax{m , n} — 1, tal que 
Uj =  v, para to do 0  <  i <  j  e u j + 1  =  vj+1. Se u j + 1  ^  vj+ ,̂ entã o u ^  v.
T
de filhos de eada vértice. Uma estrutura planar em T determina uma ordem total em 




Sempre que considerarmos uma ordem total em algum subconjunto de V(T) ou de 
E(T) será, naturalmente, a ordem total induzida da estru tu ta  planar de T,
v 0
índices dos vértices, A ordem total em E(T) induzida pela estrutura planar é indicada 
pelos índices das arestas. Ademais, v4 ,vs e v9 são os filhos de v3.
Definição B .1.6. Uma árvore plantada planar com folhas (APPF) é u,ma árvore plantada 
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Definição B .1.8. Vértices diferentes da raiz e das folhas são chamados de vértices in­
ternos. O conjunto de vértices internos de T é denotado por i(T). Um vértice interno de 
grau 1 é chamado de fruto. Arestas diferentes do tronco e dos galhos são chamadas de 
arestas internas. O conjunto de arestas internas de T é denotado por e(T).
T
T T
Na A PPF T abaixo, a estru tura planar é a mesma da árvore anterior. Os vértives 
desenhados são os vértices internos, os demais, não desenhados, são as folhas e a raiz, T 
possui 3 arestas internas e um fruto.
Definição B .1.9. Um isomorfismo entre APPFs T e S consiste de uma bijeção entre 
V(T) e V(S) que preserva raízes, folhas, estruturas planares e arestas. Para cada n  G N, 
7Á denota o conjunto de classes de isomorfismo de APPFs com n folhas. Se T é uma 
A P P F  com n folhas, então sua classe em Tn será denotada por [T] ou também por T , 
sempre que conveniente.
Definição B .1.10. A (classe de isomorfismo da) árvore com uma só folha e u,ma só 
aresta,
é chamada de árvore trivial e denotada por U.
Definição B . l . l l .  A (classe de isomorfismo da) árvore com n-folhas e apenas um vértice 
interno é chamada de n -corola e denotada por
<*0 *1  *2
5 5 5
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B.2 Á rvores coloridas
A partir de agora uma árvore significará uma A PPF e C sempre denotará um con­
junto não vazio, cujos elementos chamaremos de cores. Associamos a C o conjunto 
C :=  UraeNCn+ 1 .
Um elemento de Cn+ 1  é tipicamente denotado por (c1 , . . .  , cn; c), que no caso n =  0 
significa (; c). Para cada n e  N e qualquer símbolo x, xn significará x 1 , . . .  , xn, que no 
n = 0
qualquer A será denotado por flA.
C C
árvore T  equipada com uma flE(T)-upfa de cores (c1, . . . ,  cp(T))- Uma C-árvore é denotada 
então por (T, c1, . . . ,  cp(T)) ou apenas por T  sempre que conveniente. Dizemos que a i- 
ésima aresta de T  tem cor cg ou é colorida por cp
C C  
contrário, conforme for conveniente.
Segue abaixo uma representação de uma C-árvore, onde a, b, c, d, e, f  e  C,
C onv en ção  B .2 .2. Neste apêndice (cn ; c) sempre denotará em elemento de C para algum 
n e  N.
D efin ição  B .2 .3. Uma (cn ; c)-arwore é uma C-árvore T  com n folhas tal que o i-ésimo 
galho é colorido por cg e o tronco é colorido por c. Não há restrições quanto as cores das 
arestas internas de uma (cn ; c)-árvore.
Geralmente representamos uma (cn ; c)-árvore como abaixo. As cores das arestas in­
ternas serão representadas, ou não, de acordo com a conveniência.
c2 c3 c4
c
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D efin ição  B .2 .4 . Um isomorfismo entre (cn ; c)-árvores é um isomorfismo de árvores que 
preserva cores. Para cada (cn ; c) G C, 7(Cn;C) denota o conjunto de classes de isomorfismo 
de (cn ; c)-arwores. Se T  é uma (cn ; c)-áwore, então su,a classe em 7 (Cn;c) será denotada 
por [T] ou também por T, .sempre que conveniente.
D efin ição  B .2 .5  (A operação de enxertar C-árvores). Sejam m  >  1  1 <  i <  m, n >  0, 
T uma (cm; c)-arwore e U uma (dn ; c^-arwore. A  ( c i , . . . ,  ci - i, d i , . . . ,  dn , ci+ i, . . . ,  cm; c)- 
árvore T  U é definida enxertando-se o tronco de U no i-ésimo galho de T, conforme 






T U T 0 2  U
As cores das arestas internas d e T e U  são conservadas na árvore T ô  U obtida,
A definição rigoroza da árvore T  ô  U é facilmente deduzida e não será feita aqui. 
Outro fato, também não verificado aqui, é que a operação de enxertar C-árvores está bem 
definida nas classes de isomorfismo destas.
D efin ição  B .2 .6 . Para cada c G C, a (classe de isomorfismo da) C-árvore com uma só 
folha e. uma só aresta, e. esta colorida por c,
c
é chamada de c-árvore trivial e denotada por Uc. Note que tais árvores são unidades para
C
D efin ição  B .2 .7 . A (classe de isomorfismo da) (cn; c)-árvore com apenas um vértice 
interno é chamada de (cn ; c)-coro!a e denotada por é(Cn;c).
ci ci c2
c c c
Para a construção de operadas livres precisamos das seguintes duas definições.
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D efin ição  B .2 .8 . Sejam  T  uma C-árvore e u  G i(T). S  e e =  (u, v) G E(T), então 
dizemos que e e convergente a u. Se f  =  (w ,u) G E(T), eníão dizemos que f  é divergente 
a u.
Todo vértice interno possui uma única aresta divergente a ele e um conjunto possivel­
mente vazio de arestas convergentes a ele. Mais precisamente, os únicos vértices internos 
sem arestas convergentes a eles são os frutos.
Na C-árvore T abaixo, não há arestas convergentes a v e e2 é a aresta diverge nte a v. 
As arestas e2 , e3 e e4 são convergent es a u e e 1 é a aresta diverge nte a u.
D efin ição  B .2 .9 . Sejam  T  uma C-árvore e v G *(T). Suponha que v tem  k >  0 arestas 
convergentes a ele e suponha que a i-êsima aresta convergente a v é colorida por d̂  G C 
e que a aresta divergente a v é colorida por d G C. Definimos então
Note que a definição acima só depende da classe de isomorfismo de T, Abaixo 
a, b, c, d, e G C,
B.3 Á rvores m étricas
Nesta seção definimos árvores métricas a fim de apresentarmos a W-construção ou 
construção de Boardman-Vogt sobre operadas topológieas no Apêndice C, No que segue 
[0 , 1 ] denota o intervalo unitário da reta usual.
D efin ição  B .3 .1 . Uma (cn ; c)-arwore métrica é uma (cn ; c)-art>ore T equipada com uma 
fi(T)-u,pla (T, t i , . . . ,  tfle(T))- Dizemos que a i-êsima aresta interna de T  tem comprimento
C. Para as identificações da W-construção nós convencionamos que o tronco e os galhos 
de uma árvore qualquer têm comprimento 1 .
V
v := (dfc; d) G C.
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c2 c3 c4
As duas próximas definições são necessárias para estabelecermos as identificações que 
definem a W -construção via espaços quocientes.
D efin ição  B .3 .2 . Seja T  uma (cn ; c)-árvore métrica e .seja v um vértice interno de T  tal 
que v =  (d; d) para algu m  d G C. A  (cn ; c)-arvore métrica T / v e obtida transformando-se 
as (duas únicas) arestas incidentes a v em uma única aresta de cor d e comprimento igual 
ao máximo dos comprimentos destas arestas e. conservando-se. os demais dados da árvore., 
conforme sugere a representação abaixo (a , d G C, r, s , t  G [0,1}).
C2 C3
C2 C3
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Xote que esse procedimento está bem definido em classes de isomorfismo.
D efin ição  B .3 .3 . Seja T  uma (cn ; c)-árvore métrica e .seja e uma aresta interna de T. 
A  (cn ; c)-arwore métrica T /e  é obtida contraindo-se a aresta e em um único vértice e 
conservando-se os demais dados da árvore., conforme sugere a representação abaixo, onde 




T ^  T /e
Xote também que esse procedimento de contrair arestas internas está bem definido 
em classes de isomorfismo.
D efin ição  B .3.4 (A operação de enxertar C-árvores m étricas). Sejam  t G [0,1], m  > 1,
1 <  i < m, n >  0  T  uma (cm; c)-arwore métrica e U uma (dn; Ci)-árvore métrica. A
(c1, . . . ,  ci-1 , d1, . . . ,  dn , ci+1, . . . ,  cm; c)-arwore métrica T  o* U é definida enxertando-se o 
U i T
aresta interna (isso .só não ocorre .se T  ou S fo r a (classe de isomorfismo da) c^árvore
trivial), conforme sugere a representação abaixo.
d1 d2
c 2 c3
T U T 0 2  U
Xote que os demais dados de T e S são preservados em T o* S e  que essa operação 
está bem definida em classes de isomorfismo, como usual. Quando t = 1  nós escreveremos
apenas o1 :=  oi
O
Apêndice C 
A construção de Boardman-Vogt
Xas primeiras três seções definimos operadas livres e apresentamos a construção de 
Boardman-Vogt (ef, |4, 5, 6 , 8 , 44|) sobre operadas topológieas.
Fixemos um conjunto não vazio C e um cos mo V (isto é, uma uma categoria monoidal 
simétrica fechada e bicompleta) com unidade monoidal I,
C
coleção, coleção pontuada) significará uma C-operada (respectivamente C-coleção, C- 
coleção pontuada) sobre V e a categoria associada será denotada por Op(V) (respectiva­
mente Coll(V), C o ir(V )). Além disso, (c[n], c) sempre denotará um elemento de C para 
algum n G N. Referimos o capítulo 2 para mais detelhes,
Xa quarta seção nós construiremos um morfismo de operadas entre as operadas topo­
lógieas W Act e A ct^ ,
C .l  O peradas livres
Xesta seção construímos as operada livres geradas por coleções e coleções pontuadas. 
Tal construções, assim como a construção de Boardman-Vogt, explicita a íntima relação 
entre operadas e árvores. Referimos a Definição A,2,9 para a notação F, usada abaixo.
D efin ição  C .1.1. Sejam V  uma coleção e T  uma árvore. Definimos
V(T) := 0  V F
v€t(T)
Se i(T) =  0, definimos V(T) :=  I  caso contrário os fatores em V (T) são ordenados
T
Xote que V(T) só depende da classe de isomorfismo de T,
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^  P (T ) =  P (b ,c, d; a) ® P (; b) ® P (e ; d)
D efin ição  C .1.2. 5eja P  um  coleção. A  operada livre sobre P , denotada F P ,  é definida 
como segue.
F P  (cn; c ) :=  H  P  (T)-
TeT(Cn;c)
(a) Para cada c e  C a unida de uc : I  ^  F P  (c; c) é definida como a flecha de estrutura 
do coproduto em Uc (pois Uc não possui vértices internos, logo P(U c) =  I );
(b ) Sejam m  > 1 ,1  <  i < m e (cm; c), (dn; cj) e  C.
Para cada T e  7pm;c) e U e  T ®^) existe um isomorfismo
Xt,u : P (T ) ® P (U ) ^ P ( T  Oi U),
induzido pelos associadores e trançamentos simétricos em V, pois o conjunto de fatores 
em P (T  oj U) é precisamente a união disjunta dos conjuntos de fatores em P (T ) e em 
P (U ), consequência da construção da árvore T oj U.
A composição operádica
Oj : F P  (cm; c) ® F P  (d„; q ) ^  F P  (q _ i, d„, cí+i , . . . , CTO; c)
é definida como a composta abaixo. A primeira flecha é um isomorfismo decorrente da 
estrutura monoidal fechada de V.
H  P (T )
. TeTf,(cm;c)
H
H  p (u )
,ue7((dn ;Ci )
P  (T )& 0  P  (U)
Te 7 ( cm ;c),Ue7 (dn;ci)
O  Xt ,u
[T ]e 7 (cm;c)>[U]e7 (d„;Ci)
H P  (Z)
ZG77,(ci- 1 ,dn,ci + 1 ,---,cm ;c)
Apêndice C. A construção de Boardman-Vogt 152
Se V é uma operada, a notação F V  significará que estamos considerando a operada
V
O comportamente de F  sobre morfismos é descrito a seguir. Seja f  : V ^  Q um
T
f  (T) : V(T) ^  Q(T) 
f (T )  := 0  f F
v€t(T)
e o morfismo de operadas livres
F f  : F V  ^  F Q  
Ff(c„c) :=  ©  f(T ).
T eT(c„;C)
Seja U : Op(V) ^  Coll(V) o funtor esquecimento, Os funtores F M  formam uma 
adjunção livre-esquecimento (com F  adjunto à esquerda de U)
F  : Coll(V) F  Op(V) : U.
Xo que segue construímos a operada livre sobre uma coleção pontuada.
Sejam IC a operada inicial em Op(V) e V uma coleção pontuada. Considere o morfismo 
de coleções u : IC ^  V induzido das pontuações de V. Ademais, se verifica que há um 
isomorfismo canônico i : F I C ^  IC de operadas.
D efin ição  C .1.3. A operada livre sobre uma coleção pontuada V , denotada F*V , é de­
finida pelo pushout em Op(V) abaixo.
IC
Tu F F
-> F * FI C
Essa construção define um funtor F* : Coll*(V) ^  Op(V), adjunto à esquerda do 
funtor esquecimento U * : Op(V) ^  Coll*(V).
F * : Coll*(V) F  Op(V) : U *.
Pode-se verificar que F *V pode ser tom ada de modo que U F *V =  U F V . Mais 
detalhes sobre operadas livres podem ser encontrados em |5, 6 , 18|,
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C .2 O peradas topológicas
De agora em diante trabalharemos sobre o cosmo (top, x , {*}) dos espaços topológicos 
eompaetamente gerados (conforme capítulo 1), Como de costume, operadas e coleções 
sobre este cosmo são chamadas, respectivamente, de operadas topológicas e coleções to­
pológicas.
Se P  é uma operada topológica e c e  C, então a unidade de P  em c equivale a um 
elemento de uc e  P  (c; c).
No que segue nós descrevemos brevemente a operada livre de uma coleção topológica 
em termos de pontos a hm de fixarmos notação para a próxima seção.
Sejam P  uma coleção topológica e T uma (cn; c)-árvore. Note que se T  =  Uc para 
algum c e  C entã o Uc e  F P  (c; c) para ca da c e  C (aqui estamos identifi cando Uc com 
(U0  *))-
Se T não está na cias se de Uc para algu m c e  C então q ue i(T) =  0, Neste caso 
um elemento típico de F P (cn; c) é denotado por (T, x i , . . .  , xk) ou (T ,x fc), onde i(T ) =  
{v i, . . . ,  vk} e Xj e  P vj . Abaixo temos uma representação de (T, x^).
ci c2
x 1 e  P (a, b; c) 
X2 e  P (; a)
X3 e  P (c i,c 2 ; b)
No que segue definimos a counidade da adjunção
F* : Coll*(top) F  Op(top) : U •,
a fim de discutirmos a W-construção na próxima seção.
Seja P  uma operada topológica. A counidade e : F*U * ^  1 da adjunção F* H U * é
T
(a) Se T =  Uc para algum c e  C então Uc e  F*P (c; c) e definimos e(c’c) (Uc) :=  uc e  
P  (c; c);
T T
alguma (cn; c)-corola, Logo se x e  P (cn; c), ratão  (T ,x) e  F * P (cn ; c). Definimos então
(cn ;c) /rp \e^n (T ,x) := x;
(c) Seja T é uma (cn ; c)-árvore com ao menos dois vértices internos e seja (T ,x^) e  
F*P(c„; c).
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Então ep;n’c)(T,Xk) é definido indutivamente utilizando as composições
◦ i • P (cm.- c) X p (dn; Cj)  ̂ p (ci— 1 , dn? Cí+ 1  , . . . , Cm- c)
de P  conforme sugere a representação abaixo, O leitor interessado pode inferir uma 
definição rigorosa de ep;n’c)(T, x^).
C2 C3 C2 C3
C .3 W -construção
Xesta seção apresentaremos a construção de Boardman-Vogt sobre operadas topológi- 
eas, Xossa abordagem segue a de |44|, onde adaptamos para o caso colorido, A referência 
original |8 | cobre o caso de operadas topológieas simétricas.
Para a generalização da construção de Boardman-Vogt sobre operadas simétricas em 
categorias monoidais referimos |4, 5, 6 | ,
A construção de Boardman-Vogt também é chamada de W-construção,
Precisamente, a W -construção é um endofuntor W  • Op(top) ^  Op(top) acompa­
nhado com uma transformação natural Y • W ^  1,
Lembremos que a estrutura modelo considerada em Op(top) é dada por fibrações e
top
W
homotopia de operadas é que ela fornece uma resolução eofibrante para certas operadas 
topológieas,
W
mos árvores métricas e algumas identificações são necessárias. Para o que, o número de 
arestas internas de uma árvore T qualquer será denotado por |T|
D efin ição  C .3.1. Seja P  uma operada topológica. Para cada (cn- c) definimos a coleção 
topológica
P * (cn; c) •= H  [0, 1]|T| x P ( T ) .
TeT(Cn;c)
Um elemento típico de P * (cn; c) é denotado por (T , t 1, . . . ,  t |T| , x 1, . . .  , x k) ou (T , x&), 
onde T é identificada com a árvore métrica (T , 11, . . .  , t |T|). Como na seção anterior, 
estamos supondo que i (T) =  {v1, . . . ,  } e que x* G P (vj).
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Definição C .3.2. Seja P  uma operada topológica. Para cada (cn ; c) definimos a coleção 
topológica
W P (cn; c) := P *(cn; c )/ =
onde a relação de equivalência — e gerada pelas identificações abaixo.
Para o que .segue, .seja ua a unidade de P  (a; a) para ca da a G C . Referimos o apêndice 
B para as construções T /v  e T /e  com árvores métricas.
Seja (T ,xk) G P *(c„; c).
fa,) Suponha que x  =  ua para algu,m 1 < i < fc e algum a G C. Então
(T , , . . . , x i- 17 uaí xi+1 í . . . , xm) — (T /v i , x 1, . . . í P - 1 í xj+1 , . . . , xm)?
c2 c3
(b ) Suponha que e =  (vj , Vj ) G e(T), que e é a /-ésima aresta convergente a v ^ e que o 
e
( T 2 x 1 , . . . , Xj— 1 , Xj , Xj+ 1  , . . . , Xj — 1 , Xj , Xj + 1 , . . . , )
(T /e ,X 1 í . . . , Xi— 1 , Xi ◦  Xj , Xi+ 1  , . . . , Xj — 1 , Xj + 1  , . . . , ) ;
c1 c2
T / (v1 , V3 )
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D efin ição  C .3.3. Seja V  uma operada topológica. A W-contrução d e V é  denotada por 
WV e definida pela coleção topológica anterior junto com unidades e composições descritas 
a seguir.
Para cada c G C , a unida de Uc em WV (c; c) e [Uc ] =  [é(c;c) ,u c], ond e uc é a unidade
de V (c; c) .
As composições em WV são induzidas das composições o1 de árvores métricas, con­
forme. apêndice A, de acordo com a representação abaixo.
[T,xs] 02 [S,y2 ^  [T 0 2  S ,xi,X 2,yi,y2,xs].
A verificação que as composições o1 estão bem definidas nas classes de WV é rotineira 
porém laboriosa.
Definiremos agora a transformação natural Y : W  ^  1,
D efin ição  C .3.4. Sejam V  uma operada topológica e [T, x k  G W (V)(cn; c), definimos 
então
Ypn;c) [T,xk] := eSCn;c)(T,Xfc)
onde consideramos (T, x^) G F*V(cn; c), esquecendo a estrutura métrica de T  e e é a 
counidade da adjunção F* H U *.
Temos também uma transformação natural A : F*U * ^  W  definida como segue.
D efin ição  C .3.5. Sejam V  uma operada topológica e (T,Xfc) G F*V(cn; c). Seja T ' a
T
(T',Xk) G V*(cn ; c). Definimos então
AÍCn;c)(T,Xfc) :=  [T',xfc].
Note que por contração Y e A fatoram a counidade e : F*U * ^  1:
e =  Y A
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Lembremos que uma operada topológica P  é dita ser E-cofibrante se cada espaço 
P (cn ; c) é cofibrante (em top) e é dita ser bem pontuada se as inclusões uc ^  P(c; c) são 
cofibrações (em top) para cada c G C.
O principal resultado envolvendo a W-construção topológica é o teorema abaixo, um 
caso particular do Teorema 3,5 de |5 |, e este a versão colorida do Teorema 5,1 de |6 |,
T e o re m a  C .3 .6 . Seja P  uma operada topológica. Se P  é S-cofibrante e bem pontuada 
então (W P , Yp : W P  ^  P ) é uma resolução cofibrante de P .
Em particular, Ypn’c) : W P(cn; c) ^  P (cn; c) são equivalências homotópicas fracas 
para cada (cn ; c) G C,
Também se m ostra que sob as hipóteses anteriores a operada livre F ^U •P  é cofibrante 
e AP é uma cofibração (em Op(top)),
T*U*V  ------ ^ ----- > W V   F  > P
V V
C . 4  U m  m o r f i s m o  e n t r e  W A c t  e  A c t ^
Daremos agora uma construção explícita de um morfismo de operadas
£ • W Act ^  A c t^ ,
cuja existência foi provada na primeira seção do capítulo 3 e usada nos resultados de 
comparações de retificações.
Essencialmente precisamos apenas construir um morfismo de operadas entre W As e 
A s^ e ele se extende naturalm ente a um morfismo de operadas entre W Act e A ct^ , 
Escrevamos T  •= U neN U
D efin ição  C .4.1. Sejam  r  G T  e e uma aresta interna de r. Dizemos que e é degenerada 
■se não existir um caminho entre a raiz e uma folha de r  contendo e ou s e r  não tem folhas. 
Por exemplo, a árvore abaixo tem apenas uma aresta não degenerada.
Lembremos que se r  é uma árvore métrica e e é uma aresta interna de r ,  ra tão  r / e é  
a árvore métrica obtida de r  excluindo e e identificando seus vértices.
D efin ição  C .4 .2 . Para cada n  G N, seja
£n • Wn ^
a aplicação definida como .segue: .seja {e1, . . . , e |T|} o conjunto de arestas intem as de r  
(ordenado pela estrutura planar de r). Sejam  to •= r  e rj •= r i-1/ e ^ e  e* é degenerada 
ou rj •= r i-1 caso contrário, para cada 1 <  i <  |r | . Definimos então £ (r ) •= 7]t |.
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A verificação que C™(t) não depende da classe de t  em Wn é rotineira porém laboriosa. 
Observação C .4.3. Consideremos a notação da definição anterior e. notemos que:
(a) Se t  não tem frutos então C™(t) =  t ;
(b) Para qualquer t  G W o, C0( t ) =  ã0;
(c) C™ não altera o número de folhas de t
(d) A definição de aresta degenerada assegura que C™(t) não tem frutos (para n  > 1).
Segue então destas observações que C™(t) está bem definida.
Proposição C .4.4. A aplicação
C : W ^  A s^
C :=  (C« : Wn ^  Kra)ra€N
é u,m morfimo de operadas.
Demonstração. Sejam n >  1 1  <  i < n, m  >  0  t  G Wn e ç G Seja e uma aresta 
interna de t  e e' uma aresta interna de ç. Nós assumimos as seguintes duas afirmações, 
que podem ser verificadas via argumentos usuais de teoria de grafos:
(1 ) e é degenerada em t  oi ç se, e somente se e é degenerada em t ,  O mesmo vale para 
e' com respeito a ç;
(2)
(t o ç)/e  =  (T/e) Oi ç
e
(t O ç)/e ' =  T Oi (ç/e').
Agora consideramos dois casos,
(a) Supponhamos que m  > 1, Neste caso, a aresta interna criada em t  oi ç, digamos 
e'', não é degenerada, porque existe um caminho da raiz de t  à sua i-ésima folha e um 
caminho da raiz de ç à qualquer uma de suas folhas. Desde que a composição em A s^
WAs ç
(1 ) e (2 ) que contrair as arestas degeneradas de t  oi ç é o  mesmo que contrair as arestas 
degeneradas de t ,  contrair as arestas degeneradas de ç e enxertá-la no i-ésimo galho de
T, ÍStO é, Cn+m-l(T Oi ç) =  C™(t ) Oi Cm(ç).
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(b) Suponhamos que m  =  0. Neste caso e'' é degenerada desde que ç não tem folhas, 
e então segue de (1) e (2) que contrair as arestas degeneradas de t o» ç é o mesmo que 
contrair as arestas degeneradas de t , contrair todas as arestas internas de ç e contrair e'', 
mas isso é o mesmo que contrair as arestas degeneradas de t e excluir seu i-ésimo galho, 
isto é, £n-1(T o» ç) =  £„(t ) o ã0 =  £„(t) Oj £0(ç), Um demonstração mais rigorosa pode ser 
dada por indução, □
C o ro lá rio  C .4.5 . O morfismo de operadas £ : W ^  Asro induz um morfismo de operadas 
£ : W Act ^  Actro-
Demonstração. Notemos que W Act (respectivamente Actro) é definida em termos de WAs 
(respectivamente Asro), assim como suas composições, □
C o ro lá rio  C .4 .6 . Existe uma adjunção extensão-restrição entre Alg(WAct) e A lg(A ct^).
£  : Alg(WAct) ^  Alg(Actro) : £*.
Em particular, toda A ^-ação  tem uma estrutura natural de h-ação (com os mesmos 
espaços subjacentes).
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